
第4章  根轨迹分析法 

通过对控制系统的时域分析，我们知道，系统的稳定性和输出响应中的瞬态

分量都由系统闭环特征方程的特征根（闭环传递函数的极点）所决定。你可能有

问题：当系统的某个参数发生变化时，特征根会随之在 复平面上移动，系统的

性能也就会发生变化。是的，确实如此！因此，我们可以根据特征根在 复平面

上的分布来分析系统的性能，也可以根据系统的性能指标要求来确定满足该指标

的特征根的位置，并进一步确定相关的系统参数。这就是根轨迹分析的意义。 
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鉴于高阶特征方程的求解具有较大的难度，1948年伊文思（W••R••Evans）提

出了一种求闭环系统特征根的简便图解法，称为根轨迹法。 

4.1 根轨迹的基本概念 

根轨迹法主要研究当系统的某一参数发生变化时，如何根据系统已知的开环

传递函数的零极点，来确定系统的闭环特征根的移动轨迹。 

下面我们可以结合具体的例子来说明根轨迹的含义。 
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图4.1 系统结构图 
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K其中， 为开环传递函数零极点形式的放大系数，也称为根轨迹增益。 

系统的闭环传递函数为 
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则闭环特征方程为 

022 =++ Kss  

Ks −+−= 111 Ks −−−= 112可以解出该方程的根为  ，  

可见， 、 是随参数1s 2s K 的变化而变化的。改变K 值时，特征根 、 的

变化值如表4.1所示，在 平面上的轨迹变化如图4.2所示。图中的粗实线就称

为系统的根轨迹，根轨迹上的箭头方向表示

1s 2s
s

∞→K 时，闭环极点的变化方向，

标注的数据代表与闭环极点位置相应的开环增益K 的数值。 
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图4.2  闭环特征根的轨迹 

实际上，图中的根轨迹是由两条分支组成的：①当 0=K 时，闭环特征根 、

与开环极点重合，即开环极点为根轨迹的起点。②当
1s

2s 10 << K 时， 、 为

两个不相等的负实数根，此时系统处于过阻尼状态。③当
1s 2s

1=K 时， 、 重合

于（－1，j0）点，系统呈现临界阻尼状态。④当
1s 2s

∞<< K1 时， 、 为共轭

复根，根轨迹由（－1，j0）点离开负实轴进入复平面，且因为 、 的实部恒

等于－1，所以 的根轨迹沿

1s 2s

1s 2s

1s 1−=s 的直线向上移动，而 的根轨迹沿 的

直线向下移动。随着 ， 、 在
2s 1−=s

∞→K 1s 2s 1−=s 直线的无穷远处，为根轨迹的两

个终点。此时，系统工作在欠阻尼状态，输出呈现衰减振荡形式。 

你已看到，根轨迹不仅直观地表示出了参数K 变化时闭环极点的变化，而

且反映了参数K 变化对系统性能的影响。 

现在你可能产生新的问题了：通过根轨迹的变化趋势来分析系统的性能是比

较直观，但问题是如何快捷地得到系统的根轨迹图呢？采用解析法来绘制高阶系

统的根轨迹显然是不合适的，我们来学习一种简便的图解绘制方法。 

4.2 绘制根轨迹的基本条件和规则 

4.2.1根轨迹方程 

用图解的方法绘制根轨迹的依据是根轨迹方程。设系统结构如图4.1所示，

系统开环传递函数为 ，则系统的闭环传递函数为 )()( sHsG
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系统的闭环特征方程为  
0)()(1 =+ sHsG  

可见，满足开环传递函数等于-1 的 即为闭环特征根，也就是根轨迹上的

一个点。 

s

已知系统开环传递函数的一般表达式为 
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其中， 为开环传递函数的零点，iz− jp− K为开环传递函数的极点， 为根

轨迹增益。定义根轨迹方程为 
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式(4.2)中 为复数，所以该式又可以分解为 s
① 幅值方程 
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② 相角方程 
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你会发现，特征根 满足的幅值条件与根轨迹增益s K K有关，而相角条件与

无关。因此，所有满足相角条件的 就构成了闭环特征根的根轨迹。把满足相角

条件的 值代入幅值方程，必能求出一个与之相对应的

s
s K 值，即满足相角条件的

点必然同时满足幅值条件。而对于一个确定的K 值，将有无穷多个 值满足幅值

条件，其中只有根轨迹上的点既满足幅值条件又满足相角条件，即满足幅值条件

的s值不一定都满足相角条件。 

s

4.2.2 绘制根轨迹的基本规则 

当根轨迹增益 变化时，要精确地绘制闭环特征根在 平面上的

移动轨迹是比较困难的。但可以根据幅值方程和相角方程找到根轨迹的一些关键

点和基本特征，绘制出近似的根轨迹曲线。我们来学习绘制规则。 

s∞→= 0K

（1）根轨迹的分支数 

由根轨迹方程（4.2）知系统的特征方程为 
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因为 ，所以特征方程的最高次幂为n，即有n个特征根。当

时，每个特征根都由起点向终点连续移动，形成一条根轨迹，n个根就有 条根

轨迹。 

∞→= 0Kmn ≥
n

（2）根轨迹的起点与终点 

根轨迹的起点是指 时，特征根在 平面上的位置。此时根轨迹方程为 s0=K
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当 时，上式成立，即0)(
1

=+∏
=

n

j
jps jps −= 。所以，开环传递函数的极点

便是根轨迹的起点。 

根轨迹的终点是指 时，特征根在 平面上的位置。①当 时，

由根轨迹方程知
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系统开环传递函数的零点便是根轨迹的终点。②因为 ，所以有 条根轨迹

是终止于开环传递函数的零点的，而另外

mmn ≥
mn − 条根轨迹的终点在何处呢？我们

考虑 平面的无穷远点，即 01
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根轨迹方程，所以另外 条根轨迹终止于无穷远点。 mn −
（3）根轨迹的对称性 

控制系统闭环特征方程的系数是由实际物理系统的结构决定的，均为实数，

所以闭环特征根若为实数根，则分布在 平面的实轴上；若为复数，则成对出现

为共轭复根。因此它们形成的根轨迹必对称于实轴。 
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例4.1  已知系统的开环传递函数为 
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试确定系统的根轨迹。 

2,3 == mn解：① 由系统的开环传递函数知， ，所以系统有3条根轨。 

3,1,0 321 −=−−=−= ppp② 根轨迹起点为 。 

jzjz −−=−+−=− 1,1 21 1=−mn③根轨迹终点为 ；另外 条根轨迹终止于

无穷远点。 ∞→= 0K 时，系统根轨迹如图 4.3 所示。图中“×”表示开环传

递函数的极点（根轨迹起点），“ο”表示开环传递函数的零点（根轨迹终点）。 
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图4.3  例4.1系统的根轨迹 

（4）实轴上的根轨迹 

若实轴上的某一点是根轨迹上的点，则它必然满足相角方程（4.4）式。设

系统的开环零、极点分布如图 4.4（a）所示，实轴上分布的零、极点将实轴分

成了若干个区间断。 
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图4.4  实轴上根轨迹的分布 

① 在 区间上取一点 ，由各开环零、极点向 分别引矢量，如

图4.4（b）中带箭头线段所示。设：

[ 11 , pz− ] 1s 1s

iizs 11 )( ϕ=−∠jjps 11 )( θ=−∠ ，  
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可见， 满足相角方程，是根轨迹上的一个点。 1s
[ 14 , zp ]−−② 在 区间段上取一点 ，由各个开环零、极点向 引矢量，

如图4.4（c）中带箭头线段所示。设
2s 2s

jjps 22 )( θ=−∠ ， iizs 22 )( ϕ=−∠ ，则有：
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2s 不满足相角方程，因此它不是根轨迹上的一个点。 



综上所述，实轴上的根轨迹只能是那些其右侧实数开环零点和开环极点总数

为奇数的区间段。而 平面上的共轭复数开环零、极点对确定实轴上的根轨迹没

有影响。 

s

(5)根轨迹的渐近线 

当 时，有 条根轨迹终止于无穷远点，其方向需要由根轨迹的渐

近线来确定。 

mn > mn −

① 渐近线与实轴的夹角 

设无穷远点是根轨迹上的点，记为 ，则它到各开环零、极点的矢量与实轴

正方向的夹角可看作都是相等的，记为

s
θ。s应满足相角方程： 
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当k 增大时，θ将重复出现。显然渐近线的数目等于终点在无穷远点的根轨

迹的数目。 

② 渐近线与实轴的交点 

若无穷远点 是根轨迹上的点，则可以认为 平面上的所有有限开环零、极

点到它的矢量长度均相等，即对无穷远闭环极点 来说，所有的开环零、极点汇

集成一个点，用

s s
s

Aσ− 表示。它就是所求渐近线与实轴的交点。 

由根轨迹方程（4.2）有 
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当 时，认为 ∞=s
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代入幅值方程（4.3）有 
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即 
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可以将（4.7）式展开成 
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将（4.8）式代入上式得 
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利用二次项定理将上式左边展开得 
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KsHsG例4.2  已知系统开环传递函数为 ，试绘制系统

的根轨迹。 

3=n解：① ， ，所以相应有3条根轨迹，且全部趋于无穷远点； 0=m
②根轨迹的起点与终点 

01 =p起点： ， ，12 −=− p 33 −=− p  

终点：无穷远点 

③实轴上的根轨迹 

[-1，0] 和[-∞，-3]区间段为实轴上的根轨迹 

④根轨迹的渐进线 

渐近线与实轴的夹角： οο 180,60
3

)12(
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πθ k 2,1=k   
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3
0310
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=− Aσ渐近线与实轴的交点：  

ο60±系统根轨迹如图4.5所示，图中虚线为根轨迹的渐近线，两条根轨迹沿

方向趋于无穷远点，另一条根轨迹从 3p− 出发沿负实轴方向趋于无穷远点。 
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图4.5  例4.2系统的根轨迹 

（6）根轨迹的分离点和会合点 



根轨迹在实轴相交后进入复平面的点称为根轨迹的分离点，而根轨迹由复平

面进入实轴的交汇点称为根轨迹的会合点。分离点与会合点实际上是闭环特征方

程的重根。常见的分离点和会合点一般都在实轴上，即系统的特征根中有实数重

根，如图4.6所示。但当系统特征根具有复数重根时，分离点和会合点也可能产

生于共轭复数对中。如图4.7所示。鉴于分离点和会合点的实质就是特征方程的

重根，因此可用求解特征方程重根的方法对它们进行求解。 
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图4.6  实轴上根轨迹的分离点和回合点     图4.7  根轨迹的复数分离点 

设系统的开环传递函数为 
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闭环特征方程为 

0)()( =+ sAsKB                    （4.11） 

由代数方程式解的性质可知，当 

0)()()( =′+′=′ sBKsAsD0)()()( =+= sKBsAsD  且 同时成立时，特征

方程有重根存在。化简上述方程可得： 

0)()()()( =′−′ sBsAsBsA                 (4.12) 

式（4.12）即为确定各个分离点和会合点的方程。需要注意的是，按照该式

求出的根并非都是分离点和会合点，只有位于根轨迹上的那些重根才是真正的分

离点和会合点。 

例4.3  求例4.2中根轨迹的分离点或会合点。 

解：由系统的开环传递函数 
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得  0383)()()()( 2 =++=′−′ sssBsAsBsA
22.2,45.0 21 −=−= ss可求出 。显然， 位于根轨迹上，所以它是分离点。

而 不在根轨迹上，故舍去。 
1s

2s
（7）根轨迹的出射角与入射角 

寻找根轨迹的出射角和入射角的目的在于了解开环复数零、极点附近根轨迹

的变化趋势。所谓出射角指根轨迹在复数开环极点（根轨迹起点）处的切线与正

实轴的夹角。所谓入射角指根轨迹在复数开环零点（根轨迹终点）处的切线与正



实轴的夹角。 

3p−设某一系统的开环零、极点分布如图4.8所示，设其中起点 的出射角为

3θ ， 为根轨迹上的一点。那么 应满足相角方程,即 1s 1s
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当 时，31 ps −→ 331 )( θ=+∠ ps ，代入（4.13） 
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图4.8  根轨迹的出射角和入射角 

由此可推出求根轨迹出射角的一般公式： 

∑ ∑
=

≠
=

−++±=
m

i

n

lj
j

jil k
1 1

)12( θϕπθ            （4.14） 

式中， lθ 为待求开环复数极点 的出射角，lp jθ 为其它开环极点到 的矢量

相角，

lp

iϕ 为开环零点到 的矢量相角。 lp
同理，可得计算入射角的公式： 

∑∑
≠
==

−++±=
m

ki
i

i

n

j
jk k

11
)12( ϕθπϕ          （4.15） 

25.1
)1()()( 2 ++

+
=

ss
sKsHsG例4.4  已知系统开环传递函数为 ，试绘制系统的

根轨迹。 

1=−mn1,2 == mn解：① ,系统有两条根轨迹，且有 条趋于无穷远点。 

)5.0(1 jp +−=− )5.0(2 jp −−=−② 根轨迹的起点为 ，  

根轨迹的终点为  11 −=− z
③ 实轴上的根轨迹是（-∞，-1]区间段。 

④ 根轨迹有一条渐近线，为负实轴。 

⑤ 根轨迹的会合点 

据公式（4.12）得 ，可求出方程的两个根为 ，13.01 −=s025.022 =−+ ss



87.12 −=s 。根据前面的分析可知， 不在根轨迹上，故舍去； 是根轨迹在

实轴上的会合点。 
1s 2s

⑥根轨迹的出射角 

因为 ，  ο4.632)( 11 ==+−∠ arctgzp ο90)( 21 =+−∠ pp
所以可求出 ， 。根据上述关

键点的分析和计算，可绘制系统的根轨迹如图4.9所示。 

οοοο 4.153904.631801 =−+=θ ο4.1532 −=θ

×

σ

ωj

2p− ×

1z−

1j

1j

1p−

ο4.153−

ο4.153

 
图4.9  例4.4系统的根轨迹 

（8）根轨迹与虚轴的交点 

K当根轨迹增益 增加时，根轨迹有可能与虚轴相交，说明系统这时有纯虚

根存在，系统处于等幅振荡状态。K 继续增加时，根轨迹就穿过虚轴进入右半

平面，系统处于不稳定状态。所以，根轨迹与虚轴的交点是系统稳定与不稳定的

分界，有必要确定这一交点及相应的根轨迹增益

s

K 的值。 

K有两种方法可以求解这两个值。第一，根据劳斯判据求临界稳定时的 值

及根轨迹与虚轴交点的ω ωjs =值；第二，将 直接代入闭环特征方程，令其实

部和虚部分别为零，从而求出相应的K 和ω。 

例4.5  试确定例4.2中根轨迹与虚轴的交点。 

解：由系统的开环传递函数可知，系统闭环特征方程为 

034 23 =+++ Ksss  

① 根据劳斯判据，特征方程的劳斯表为 

Ks

Ks
Ks

s

0

1

2

3

0
4

12
4

31

−  

由劳斯表可知，当 12=K 时， 行的所有元素均为零。按 行元素组成辅

助方程： 

1s 2s

04 2 =+ Ks  

32,1 js ±=12=K当 时，解得 。 

即图4.5所示的系统根轨迹中两条穿越虚轴的根轨迹分支与虚轴的交点为



3j± K，对应的 值为12。 

ωjs =② 将 代入特征方程： 

0)(3)(4)( 23 =+++ Kjjj ωωω  

合并整理，有 

0)3()4( 32 =−−+− ωωω jK  

0304 32 =−=+− ωωω 且K  

得 3±=ω 12=K, 。 

（9）根轨迹的平衡性 

设n阶系统的闭环特征方程可表示为 

∏ ∏
= =

+++
n

j

m

i
ij zsKps

1 1

)()( nn
nnn asasasas +++++= −
−−

1
2

2
1

1 Λ  

∏
=

+=
n

j
cjps

1

)(                    （4.16） 

式中， ，jp− iz− 为开环极点与零点， ， ，…, 为展开式系数，

为闭环特征根。根据代数方程与系数的关系，可以写出 次高项的系数为 

1a 2a na cjp−
1−ns

∑
=

=−
n

j
cj ap

1
1  

若满足条件 2≥−mn ，有 ，即 ∑
=

−=
n

j
jpa

1
1

∑ ∑
= =

−=−=
n

j

n

j
jcj ppa

1 1
1  

则 

∑ ∑
= =

=
n

j

n

j
jcj pp

1 1
                        （4.17） 

2≥−mn上式说明当 时，系统开环极点之和等于闭环极点之和。对于一个

给定的系统来说，开环极点之和是一个常数，那么当根轨迹增益变化时，虽然每

个闭环极点都会随之变化，但它们之和却恒等于开环极点之和。所以在平面上，

如果有一些闭环极点往左移动，则必有另外一些闭环极点向右移动，以保持

（4.17）式成立。这一性质可用来估计根轨迹分支的变化趋势。 

同理，讨论上述系统闭环特征方程的常数项，可得 

∏ ∏ ∏
= = =

−+−=−
n

j

n

j

m

i
ijcj zKpp

1 1 1

)()()(           （4.18） 

以上九条便是绘制根轨迹的基本规则。可根据不同的情况和要求，全部或部

分采用上述规则来绘制根轨迹的大致形状。 

例 4.6  已 知 单 位 负 反 馈 系 统 的 开 环 传 递 函 数 为

)23)(23)(5.3)(1(
)()(

jsjssss
KsHsG

−+++++
= ，试绘制系统的闭环根轨迹



图。 

解 ① , ,系统有五条根轨迹，且五条均趋于无穷远点。 5=n 0=m
②根轨迹的渐进线 

οοο 180,108,36
5

)12(

1.2
5

23235.31

±±=
+±

=

−=
+−−−−−

=−

πθ

σ

k

jj
A

 

③根轨迹的分离点 

1)(
)23)(23)(5.3)(1()(

=
−+++++=

sB
jsjsssssA

 

0)()()()( =′−′ sBsAsBsA令          

4.0−≈s解得   

④根轨迹与虚轴的交点 

ωjs =将 代入系统的闭环特征方程，并令其实部和虚部分别为零，得 

05.455.43
079055.10

35

34

=+−

=+−

ωωω

ωω K
 

75=K解得  ， 0.1=ω   

根轨迹如图4.10所示。 
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图4.10  例4.6系统根轨迹 

4.3 特殊根轨迹 

前面介绍的根轨迹是在考察根轨迹增益变化时得到的闭环特征根移动轨迹。

你可能又想到了：除根轨迹增益变化外，有时还需要考虑其他参数变化的闭环特

征根移动情况呀。事实上，控制系统除了根轨迹增益变化时的根轨迹之外，还有

一些特殊条件下的根轨迹形式。如系统的参数根轨迹、正反馈系统根轨迹和滞后

系统根轨迹等。通常我们称根轨迹增益变化时得到的是常规根轨迹，而其它形式



下的根轨迹称为广义根轨迹。 

4.3.1 参数根轨迹 

有时除了根轨迹增益外，我们需要了解其它一些参数如反馈系数、时间常数

等对系统性能的影响，这时就需要绘制增益一定而其它某个参数变化时的根轨

迹，称为参数根轨迹。绘制参数根轨迹首先必须完成以下变换。 

我们知道系统的闭环特征方程可写成 
0)()( =+ sAsKB  

即 

1
)(
)(

−=
sA
sKB

                       （4.19） 

∗K ∗K为可变参数时的根轨迹时，可用方程（4.19）中不含需要绘制以 的

各项来除该方程，得到等效变换 

1
)(

)(
−=∗

∗∗

sA
sBK

                  （4.20） 

然后再按照前述根轨迹绘制规则来绘制参数变化时的根轨迹图。 

))(4(
20)()( ∗++

=
Kss

sHsG例4.7  设系统的开环传递函数为 ，试绘制

变化时系统的根轨迹。 ∞→=∗ 0K
解：系统的特征方程为 

0)4(2042044 22 =++++=++++ ∗∗∗ sKssKsKss  

做等效变换，得等效开环传递函数为 

)42)(42(
)4(

204
)4()()( 2 jsjs

sK
ss

sKsHsG
−+++

+
=

++
+

=
∗∗

∗∗  

① ，2=n 1=m ，有两条根轨迹，且一条趋于无穷远点。 

②实轴上的根轨迹是（-∞，-4]区间段。 

③根轨迹的分离点 

4)(
)42)(42()(

+=

−+++=
∗

∗

ssB
jsjssA

 

代入公式（4.12），得 ，47.81 −=s 47.02 =s （舍去） 

④根轨迹的出射角 
οοο 135902arctan1801 =−+=lθ  

ο1352 −=lθ  

根轨迹如图4.11所示。 
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图4.11 例4.7系统的根轨迹 

4.3.2 正反馈系统根轨迹 

在对复杂系统进行控制时，由于某种性能指标的要求，系统中可能包含正反

馈内回路。即内回路输出反馈到输入端后，与内回路的输入相加。如图4.12所示。

这时可以绘制正反馈系统的根轨迹，来分析内回路的零、极点分布对整个系统性

能的影响。 

⊗
( )C s

⊗
( )R s)(1 sR

)(1 sH

)(1 sG

)(sH

)(sG

 
图4.12  具有正反馈内回路的控制系统 

正反馈系统的闭环特征方程为 
0)()(1 =− sHsG  

即 

1)()( =sHsG                        （4.21） 

幅值方程与负反馈系统一致，而相角方程为 

∑ ∑
= =

±=+∠−+∠
m

i

n

j
ji kpszs

1 1

2)()( π ),2,1,0( Λ=k  （4.22） 

ππ k2+ πk20 +可见，相角条件不是常规的 ，而是 ，所以正反馈系统的根

轨迹又被称为零度根轨迹。 

在绘制零度根轨迹时，因为相角方程的不同，在绘制规则上有以下几点区别

于负反馈系统： 

（1） 实轴上的根轨迹  

为那些其右侧的开环零、极点数目之和为偶数的区间段。 

（2） 根轨迹渐近线与实轴的夹角为  

)2,1,0(2
Λ=

−
±

= k
mn

kπθ               （4.23） 

（3） 根轨迹出射角和入射角 
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2 ϕθπθ                （4.25） 

例4.8 若一反馈控制系统的内回路框图如图4.13所示，试绘制它的根轨迹。 

⊗
( )R s ( )C s

)3)(1( ++ sss
K

 
图4.13  正反馈控制系统框图 

解 因为其内回路为正反馈回路，所以要绘制正反馈系统的根轨迹。 

① , , 所以系统有三条根轨迹。起点为 ，

,

01 =p3=n 0=m
12 −=− p 33 −=− p ；终点为无穷远点。 

② 实轴上的根轨迹为[-3，-1]和[0，∞]区间段。 

③ 根轨迹的渐近线 

渐近线与实轴的夹角 

οο 120,0
3
2

±=
±

=
πθ k

 

渐近线与实轴的交点 

3
4

3
0310

−=
−−−

=− Aσ  

④ 根轨迹的分离点 

同例4.3可求得： ，45.01 −=s 22.22 −=s 。考虑实轴上的根轨迹区间段，

所以舍去 点，分离点为 点。 1s 2s
⑤ 根轨迹与虚轴的交点 

系统的闭环特征方程为 

034 23 =−++ Ksss  

ωjs =将 代入上式得 

0)3()4( 32 =−−+− ωωω jK  

3±=ω 12−=K解得  ， （无意义） 

所以，根轨迹与虚轴无交点。系统完整的根轨迹如图4.14所示 
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图4.14  例4.8正反馈系统根轨迹 

4.3.3 具有纯滞后环节系统的根轨迹 

系统具有纯滞后环节时，因为纯滞后环节的传递函数为 ，使得系统闭环

特征方程不再是一个单纯的代数方程，而相应的根轨迹也具有区别于其它系统的

明显特征。 

se τ−

( )C s
⊗

( )R s

)(sH

−esKG )( τ s

 
图4.15  具有纯滞后系统框图 

设具有纯滞后环节的系统如图4.15所示，其闭环传递函数为 

s

s

esHsKG
esKG

sR
sC

τ
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闭环特征方程为 

0)()(1 =+ − sesHsKG τ                   （4.26） 

ωσ js +=令 可得相应的幅值方程和相角方程分别为 
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∑ ∑
= =

=+±=−+∠−+∠
m

i

n

j
ji kkpszs

1 1

2,1,0,)12()()( Λπτω （4.28） 

τω−与（4.3）和（4.4）的幅值方程与相角方程相比，分别多了 和τω−e 项。

显然当 0=τ 时，（4.27）和（4.28）可分别化为（4.3）和（4.4）式。当 0≠τ
时，s的实部和虚部将分别影响根轨迹的幅值条件和相角条件，使系统的根轨迹

具有以下的特点。 

（1）根轨迹的起点和终点 



−∞=s由（4.27）知，当 时，除了开环极点0=K jp− 外， 也是根轨迹的

起点。当 ∞=siz−∞=K 时，除了开环零点 外， 也是根轨迹的终点。 

（2）根轨迹的分支数与对称性 

因为 可用下列无穷级数表示 se τ−

Λ+−+−=− 32 )(
!3

1)(
!2

11 ssse s ττττ  

所以相应的系统根轨迹有无穷多条。 

同常规参数根轨迹一样，含有纯滞后环节的系统其闭环特征方程的系数为实

数，因此其闭环特征根为实数或共轭复数，根轨迹对称于平面的实轴。 

（3）根轨迹的根轨迹 

因为实轴上的特征根虚部为零，所以含有纯滞后环节系统在实轴上的根轨迹

与根轨迹增益K 变化时在实轴上的根轨迹分布一样。 

（4）根轨迹的渐近线 

0=K ∞=K由于纯滞后环节的存在，系统根轨迹的渐近线出现在 和 处。 

−∞=s①当 时，部分根轨迹分支起始于0=K 处。由于所有开环极点和零

点到 点的相角均为 ，因此由相角方程（4.28）得 −∞=s ο180

∑ ∑
= =

−−∠−−∠
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n

j
ji pszs

1 1

)()( τω  

Λ2,1,0)12()( =+±=−−−= kkmn πτωπ  

π
τ

ω )2( k
±=当 为奇数时：        mn−              

（4.29） 

Λ2,1,0=k

π
τ

ω )12( +
±=

K
当 为偶数时：        mn− Λ2,1,0=k         （4.30） 

式中， 为开环有限极点数，m为开环有限零点数。 n
∞=K② 时，部分根轨迹分支终止于无穷远处。因而，从所有的开环极点

和开环零点到 ∞=s 的矢量相角均为 ，则由相角方程 ο0
πτω )12(0 +±=− k  

即 

τ
πω )12( +±

=
k

Λ2,1,0=k           （4.31） 

上述表明，包含纯滞后环节系统的根轨迹渐近线不论是起始部分，还是终止

部分均为平行于实轴的直线，不同之处在于渐近线与虚轴的交点ω。 

（5）根轨迹的分离点与会合点 

根轨迹分离点和会合点由下式确定： 

[ ] 0)()(
=

−

ds
esHsGd sτ

 

即  

[ ] 0)()()()( =′−
′ −− ss esAsBsBesA ττ         （4.32） 



（6）根轨迹与虚轴的交点 

由于包含纯滞后环节系统的闭环特征方程不是代数方程，所以根轨迹与虚轴

的交点不能用常规参数根轨迹的方法来计算。将 ωjs = 代入相角方程（4.28）

式，得： 

τωπωω
++±=−∑∑
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i i

       （4.33） 

ω求解上式，便可确定不同值时根轨迹与虚轴的交点 。 

ωjs =K同理可由幅值方程求根轨迹与虚轴相交时的临界增益 。即将 代入

幅值方程（4.27）得 
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ω
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                   （4.34） 

s
sG 1)( =例4.9  图4.15所示系统中，若 ， 1)( =sH ， 1=τ ，试绘制系统

根轨迹图。 

01 =+
−

s
Ke s

解：系统的特征方程方程为 ，根据含有纯滞后环节系统根轨迹

的绘制规则，可知： 

（1）根轨迹的起点和终点 

根轨迹的起点为 及无穷远点；根轨迹的终点为无穷远点。 0=s
（2）根轨迹对称于实轴，且有无穷多条。 

（3）实轴上（-∞，0）区间段是根轨迹。 

（4）根轨迹的分离点 

由式（4.32）可以求出 ，因为该点位于根轨迹上，因而它是实际的根

轨迹分离点，即根轨迹的分离点为

1−=s
)01( j+− 点。 

（5）复平面上的根轨迹 

ωσ js +=为讨论复平面上根轨迹的走向，令 并带入特征方程，得

 0)( =++ +− ωσωσ jKej
即 

0)sin(cos =−++ − ωωωσ σ jKej          （4.35） 

由此可得 

0cos =+ − ωσ σKe             （4.36） 

0sin =− − ωω σKe             （4.37） 

时，由（4.36）式和（4.37）式消去K 可得 ,,2,1,0, Λ±±=≠ kkπω当 

ωωσ cot−=  

πk令ω接近 ，则有 
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即 Λ,2, ππω ±±= 是根轨迹的渐近线。 
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图4.16 具有纯滞后系统的根轨迹 

（6）根轨迹与虚轴的交点 

令（4.36）中的 0=σ 0cos =ω，则 ，可得根轨迹与虚轴的交点 

Λ,2,1,0,
2

=±= kkππω  

由上述结果可作出相应根轨迹如图4.16所示。最后，由式（4.46）和式（4.37）

消去 σωσ eK 22 +=ωcosωsin K和 ，解出 ，可得 ，利用它在图4.16中将K 的

数值分度。 



4.4 用根轨迹法分析系统性能 

至此，我们已能对系统的根轨迹进行快速的绘制。接下来要做的就是通过它

来直观、快捷地分析系统性能，并对有关参数进行定量计算了。 

4.4.1 闭环极点的位置与系统性能的关系 

由上一章可知，系统单位阶跃响应的一般表达式为 
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式中， 为闭环零点， 为闭环极点。其中待定系数 求法如下 jAiz− jp−

jpsj
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对（4.35）进行拉氏变换得系统的输出响应为 

∑
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jeAAtc
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可见，输出响应的各项系数由闭环零、极点决定。但由于系数只决定了输出

响应的初值，影响相对较弱。而输出响应的形式却完全由闭环极点左右，因此闭

环极点是决定系统性能的主要因素。我们知道，当系统所有的闭环极点均位于

左半平面时，系统才是稳定的，当极点为负实数时，它离虚轴越远，对应分量

衰减越快，系统的过渡时间就越短，响应越快。 
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图4.17  共轭复数极点在 平面上的分布 s

对复数极点可做如下分析。设一系统的共轭复数极点分布如图4.17所示。
2

2,1 1 ζωζω −+−= nn js ，则由时域分析法知 

nnnss ωζωζω =−+== )1()( 222
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复数极点的参数与系统阶跃响应及性能指标之间的关系为 
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可见，闭环极点的位置与系统性能指标之间有以下关系：（1）闭环极点的实

部（ 21 ζω −nnζω ）反映了系统的过渡过程的长短；（2）闭环极点的虚部（ ）

反映了系统振荡频率的快慢；（3）闭环极点与坐标原点的距离即为系统的无阻尼

自然振荡角频率；（4）闭环极点与负实轴的夹角β ζ决定了系统阻尼比 ，进而

影响系统超调量的大小。 

当系统有多个闭环极点时，可利用主导极点的概念降低系统的阶次，简化系

统分析。系统中的主导极点离虚轴最近，对系统暂态性能的影响最大。若主导极

点到虚轴的距离远远小于其它极点到虚轴的距离，且它附近没有闭环零点，这时

其它极点对系统性能的影响可忽略不计。 

现在，你可以试着近似地分析系统的性能了。 
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例4.10  已知系统的闭环传递函数为 ，试分析

系统的性能指标。 
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图4.18  例4.10系统极点分布 

11 −=− p解：系统有三个闭环极点 ， 2.942 jp +−=− ，- ，

如图4.18所示。

2.943 jp −−=

1p− 2p−为主导极点， 、 3p− 与虚轴之间的距离是 与虚轴

距离的四倍，因此可以忽略不计。则系统可以简化为一个一阶系统 
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1
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+
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系统没有超调量， 。 sts 3=



4.4.2 增加开环零、极点对系统性能的影响 

由于开环零、极点的分布直接影响根轨迹的形状和走向，所以增加开环零、

极点将使根轨迹的形状和走向发生改变，从而使系统性能也随之发生变化。 

（1）增加开环零点 

我们以具体的例子来说明增加开环零点对系统性能的影响。设二阶系统的开

环传递函数为
)1(

)()(
+

=
ss
KsHsG 21 −=− z，增加开环零点 后的传递函数为

)1(
)2()()( 11 +

+
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sKsHsG 5.02 −=− z，或增加开环零点 ，这时传递函数为

)1(
)5.0()()( 22 +

+
=

ss
sKsHsG ，增加开环零点前后所对应的根轨迹如图4.19所示。 
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图4.19  增加开环零点前后的对比 

由图4.19（a）图可见，没有增加开环零点时，系统的根轨迹是距离虚轴0.5

单位的虚线，分别沿正负虚轴方向趋向无穷远。不管怎样选择K 值，闭环极点

都过于靠近虚轴，系统稳定性不佳，过渡时间长，快速性不好。且随着K 值的

增加， 1z−β ζ角增大， 减小，超调量增大。当增加开环零点 时，根轨迹向左

弯曲，最后进入实轴，趋于开环零点和负无穷远点。适当选择K （图4.19（b）

所示），可使闭环极点离开虚轴一定的距离，提高系统的快速性，且因β 角的减

小，使得系统超调量有所降低。当增加开环零点 2z− 时（图4.19（c）所示），无

论怎样选择K 值，闭环极点均为两个实数极点，其中主导极点离虚轴的距离总

在0～0.5之间，致使系统的过渡时间不可能缩短。 

通过对上例的分析可见，选择增加合适的开环零点，可使根轨迹生产向左变

化的趋势，从而改善系统的稳定性和快速性。但零点选择不当，则达不到改善系

统性能指标的目的。 

有时，我们也可以根据系统性能指标的要求，选择适当的开环零点，来满足

系统的性能指标。 

（2）增加开环极点 

与增加开环零点不同，当在系统的开环传递函数中增加极点时，会使系统的

根轨迹向右弯曲，造成系统的稳定性变差。我们也以具体的例子来说明系统增加

开环极点对系统性能的影响。 
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后，传递函数为
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图4.20  增加开环极点后系统的根轨迹 

p−对原系统（如图4.19a）来讲，增加开环极点 后，根轨迹由两条变成三

条，根轨迹渐近线也增加到三条，且渐近线与实轴的夹角由 ，变为 和

，与实轴的交点也由原来的

ο90± ο60±
2/1−ο180 3/)1( +− p，变为 ，并随 值的增加越

来越远离虚轴。可见，增加开环极点对系统根轨迹有以下影响： 

p

（1） 改变了根轨迹在实轴上的分布 

（2） 增加了根轨迹的条数，使根轨迹渐近线的条数、方向

及与实轴的夹角等随之改变。 

（3） 使根轨迹的走向向右偏移，削弱了系统的稳定性。 

通过增加开环零、极点对系统根轨迹影响的分析，你是否能与控制系统时域

分析中增加开环零、极点对系统性能的影响相联系？ 

思考与习题 

4.1 思考与总结下述问题。 

（1）根轨迹的概念、根轨迹分析的意义与作用。 

（2）在绘制根轨迹时，如何运用幅值条件与相角条件？ 

（3）归纳常规根轨迹与广义根轨迹的区别与应用条件。 

（4）总结增加开环零、极点对系统根轨迹的影响，归纳系统需要增加开环

零、极点的情况。 

4.2 已知负反馈控制系统的开环传递函数,试绘制各系统的根轨迹图。 
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4.3 已知负反馈控制系统的开环传递函数为 
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试绘制各系统的根轨迹图。 
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sKsHsG4.4 有一个开环传递函数为 的负反馈系统，试绘制

系统的根轨迹。 

4.5 已 知 负 反 馈 控 制 系 统 的 开 环 传 递 函 数 为

)4)(2)(1(
)()(

+++
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sss
KsHsG 31 js +−=，试证明 是该系统根轨迹上的一

点，并求出相应的K 值。 
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sKsHsG4.6 设负反馈系统的开环传递函数为 ，试证明该系统

根轨迹为一圆形，并指出其圆心和半径。 
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KsHsG4.7 有一开环传递函数为 的负反馈控制系统，

试用根轨迹法求使闭环系统主导极点的衰减系数ζ 等于 时的5.0 K 值，并求出此

时闭环系统的特征根。 
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KsHsG4.8 已知负反馈系统的开环传递函数为 ，试绘制

∞→= 0T2=K ， 时的系统根轨迹。 
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TsKsHsG 1=K4.9 已知负反馈系统的开环传递函数为 ，试求

时，以T 为参变量的根轨迹。 

4.10 试绘制如图4.21所示系统以τ 为参变量的根轨迹。 
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图4.21  题4.9系统结构图 

2)4)(1(
)()(

++
=

ss
KsHsG4.11 已知正反馈系统开环传递函数为 ，试绘制

系统的根轨迹。 
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sKsHsG4.12 已知系统的开环传递函数为 ，试绘制系

统的正、负反馈两种根轨迹。 
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