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第 1讲             场论基础 

 
场论是电磁场分析的基础。在本讲中，简要地介绍了∇算子、并矢的定义、性质和运算规则，

概括性地给出了积分变换的统一形式，最后，讨论了电磁场理论中常用的矢径的性质，为今后的理

论分析奠定基础。 
 
一、∇算子 

∇算子与微分形式的 Maxwell方程密切相关。在曲线坐标中，∇算子定义为 

∇ = + +$ $ $v
h v

v
h v

v
h v1

1 1
2

2 2
3

3 3

1 1 1∂
∂

∂
∂

∂
∂

                 （1-1）                  

其中， $v1， $v2， $v3分别是坐标轴 v1， v2， v3的单位矢。 h1， h2， h3为坐标系的拉梅系数，在几

种常用坐标系中， h1， h2， h3的值如表 1-1所示。 

表 1-1 

 h1 h2  h3  

直角坐标系 1 1 1 
圆柱坐标系 1 ρ  1 
球坐标系 1 r  r sin θ  

 
函数 f 的梯度、矢量函数

r
f f v f v f v= + +1 1 2 2 3 3$ $ $ 的散度和旋度定义如下： 
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∇ × =
r
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    [讨论]  可以看出，∇算子具有算子和矢量双重性。梯度∇f 可以看成是矢量算子∇与函数 f 的
乘积。在直角坐标系，散度∇ ⋅

r
f 和旋度∇ ×

r
f 可看成矢量算子∇与矢量函数

r
f 的点乘和叉乘。但

在其他坐标系则不然。 
下面给出一些∇算子常用运算公式及其推导过程。 

l                     ∇ = ∇ + ∇ = ∇ + ∇( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕφ ϕφ ϕ φ ϕ φ ϕ φc c                 （1-5） 

l                     ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
r r r r r
f f f f fc c          （1-6） 

l                   ∇ × = ∇ × + ∇ × = ∇ × + ∇ ×( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
r r r r r
f f f f fc c       （1-7） 

l                          ∇ ⋅ × = ∇ ⋅ × + ∇ ⋅ ×( ) ( ) ( )
r r r r r rf g f g f gc c  

利用                         
r r r r r r r r r
a b c b c a c a b⋅ × = ⋅ × = ⋅ ×( ) ( ) ( )  

得                           )()()( gfgfgf rrrrrr
×∇⋅−⋅×∇=×⋅∇                       （1-8） 

l                          )()()( gfgfgf cc
rvvvrr

××∇+××∇=××∇                     

利用                  )()()()()( bacbaccabcabcba
vvrvvvvvrvvrrrr

⋅−⋅=⋅−⋅=××  

得                           ∇ × × = ⋅ ∇ − ∇ ⋅( ) ( ) ( )
r r r v v v
f g g f g fc          
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∇ × × = ∇ ⋅ − ⋅ ∇( ) ( ) ( )
r r v v v rf g f g f gc  

所以                  ∇ × × = ∇ ⋅ − ⋅ ∇ + ⋅ ∇ − ∇ ⋅( ) ( ) ( ) ( ) ( )
r r v v v r v v v v
f g f g f g g f g f         （1-9） 

l                           ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅( ) ( ) ( )
r r v v v vf g f g f gc c  

利用                           a b c b a c c a b× × = ⋅ − ⋅( ) ( ) ( )
v v v v v v v v

 

得                           ∇ ⋅ = × ∇ × + ⋅ ∇( ) ( ) ( )
v v r r r r
f g g f g fc  

∇ ⋅ = × ∇ × + ⋅ ∇( ) ( ) ( )
v v r r r rf g f g f gc  

所以                  ∇ ⋅ = × ∇ × + × ∇ × + ⋅ ∇ + ⋅ ∇( ) ( ) ( ) ( ) ( )
v v v v v v v v v v
f g f g g f f g g f     （1-10） 

在上述推导中，下标 c表示进行∇算子运算时保持常量。总结出∇算子的运算原则： 
(1) 利用矢量公式； 
(2) ∇算子始终在作用函数的左边，非作用函数的右边。 

 
二、并矢（二阶张量） 
l 定义 

    gfA vv
 = 称为并矢，也称为二阶张量。 

设 [ ]v
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式中， xx gfA
rt

=′ ， yy gfA
rt

=′ ， zz gfA
rt

=′ ， gfA xx
rt

= ， gfA yy
rt

= ， gfA zz
rt

= 。 

所以，并矢既可以用矢量表示也可用三阶矩阵表示，但并不是任意三阶矩阵都表示并矢。因为

并矢只有 6个独立量，而三阶矩阵有 9个独立量。 

zzyyxxI ˆˆˆˆˆˆ ++=  称为单位张量，对应于单位矩阵。 

aaI rr
=⋅                                  （1-11） 

l 并矢运算规则 
1. 点乘                        ( ) ( ) ( )rr r r r r r r

ab cd a b c d⋅ = ⋅                         （1-12） 

2. 叉乘                        ( ) ( ) ( )rr r r r r r r
ab cd a b c d× = ×                       （1-13） 

3. 双 重 点 乘                     ( ):( ) ( )( )
rr r r r r r r
ab cd a c b d= ⋅ ⋅                       

（1-14） 
4. 双重叉乘                   ))(()()( dbcadcba

rrrrrrrr
××=×

×                     （1-15） 

注意一般情况下， AaaA ⋅≠⋅
rr
。如果 AaaA ⋅=⋅

rr
，则称 A对称。 
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l 微分运算规则 
梯度                        ∇ = ∇ + ∇ + ∇

r
f f x f y f zx y z( ) $ ( ) $ ( ) $  

散度              
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∇ = ∇⋅ϕ ϕ( )
t
I                             （1-16） 

                               fggfgf
rrrrrr

⋅∇+⋅∇=⋅∇ )(                       （1-17） 

                             gfgfgf rrrrrr
)()()( ∇⋅+⋅∇=⋅∇                      （1-18） 

可见，在张量空间梯度和散度可以互相转换，引入二阶张量可以简化一些矢量公式。 
 
三、积分变换 

1、 三维变换 

      dv ds
sv

∇ ⇔ ∫∫
r

 

其中， s表示包围体积 v的闭合曲面， ds dsnr
= $， $n为曲面 s的单位外法向矢。例如, 

dv f ds f
sv

∇ ⋅ = ⋅∫∫
r r r

                          （1-19） 

AsdAdv
v s

⋅=⋅∇∫ ∫
r                             （1-20） 

dv f ds f
sv

∇ × = ×∫∫
r r r

                        （1-21） 

AsdAdv
v s

×=×∇∫ ∫
r                           （1-22） 

dv ds
sv

∇ = ∫∫ ϕ ϕ
r

                            （1-23） 

dv f ds f
sv

∇ = ∫∫
r r r

                             （1-24） 

2、 二维变换 
l                              fldfsd

s l

rrrr
⋅=×∇⋅∫ ∫                          （1-25） 

l                              ϕϕ∫ ∫=∇×
s l

ldsd
rr                             （1-26） 

l                              fndlfsd
s l

rrr
⋅=⋅∇∫ ∫ ˆ                            

（1-27） 
其中， l表示包围面积 s的闭合曲线， ldlld ˆ=

r
， l̂ 为曲线 l的单位切向矢， $n为曲线 l 的单位法向

矢。 $l 方向与面积 s构成右手螺旋关系。可见，二维变换并不象三维变换具有统一的形式。 
 
四、矢径

r
R  

在电磁场理论中许多问题都涉及矢径
r
R及其函数。因此，研究矢径

r
R及其函数的梯度、散度和

旋度非常有用。如图 1-1，矢径
r
R定义为 

( ) ( ) ( )zzzyyyxxxRRrrR ˆˆˆˆ ′−+′−+′−==′−=
rrr

               （1-28） 
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其中， $R表示
r
R方向的单位矢。 $, $ , $x y  z分别表示直角坐标的 x, y, z轴的单位矢。 

           ( ) ( ) ( )R R x x y y z z= = − ′ + − ′ + − ′
r 2 2 2               （1-29） 

表示矢径
r
R的模。 

l 梯度 

( ) ( )RfR
dR
dfRf ∇′−==∇ ˆ                          （1-30） 

其中， ′∇ 表示对源点求梯度。特别有 
RR ˆ=∇                                       （1-31） 

R
RR

ˆ11
2−=∇                                  （1-32） 

( ) aRa vvv =⋅∇ ，其中，
va为常矢。                 （1-33） 

    [（1-33）证明 ] 设   
ra a x a y a zx y z= + +$ $ $  （直角坐标） 

则                       ( ) ( ) ( )v v
a R a x x a y y a z zx y z⋅ = − ′ + − ′ + − ′   

故                         ( )∇ ⋅ = + + =v r va R a x a y a z ax y z$ $ $  

值得注意的是，如果设  
ra a R a aR= + +$ $ $θ ϕθ ϕ  （球坐标）则有 

va R a RR⋅ =  

于是                                ( )∇ ⋅ = ≠v r ra R a R aR
$  

问题出在哪里？究其原因： aR不是常数！ 

l 散度 

                 ∇ ⋅ = + = − ′∇ ⋅[ ( ) $] ( ) [ ( ) $ ]f R R
R

f R
df
dR

f R R
2

                 （1-34） 

   特别有                       ∇ ⋅ =
v
R 3                                       （1-35） 

                    ∇ ⋅ =$R
R
2

                                     （1-36） 

                    ∇ ⋅ = ⋅( ) $Ra R ar r
           

ra为常矢             （1-37） 

l 旋度  

                        ( )( )∇ × =f R R$
r
0                                （1-38） 

特别有                      ∇ × =
r r
R 0                                      （1-39） 

                    ∇ × = ×( ) $Ra R ar r
         

ra为常矢             （1-40） 

l ∇ 2算子 

源 点 

场 点 

rrR ′−=
rrr

 

r ′r
 

rr  
O  

图 1-1  矢径的定义 
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                        ( )∇ = −2 1
4

R
Rπδ
v

                              （1-41） 

其中，∇ = ∇ ⋅ ∇2
， ( ) ( ) ( ) ( )δ δ δ δ

v
R x x y y z z= − ′ − ′ − ′ ，以及 ( )δ

v
R 定义为 

                          ( )δ
v

r r

r rR
R

R
=

∞ =

≠







0

0 0 
                        （1-42） 

和                    δ ( )
r

r r

r rR dv
R

Rv
∫ =

=

≠







1 0

0 0
        归一性          （1-43） 

容易证明， 

               ( ) ( )∫ 



∉=
∈==

v
vR
vRfdvRRf

0    0  
0)0( rr
rrrvv

δ       选择性        （1-44） 

[（1-41）证明]  如果 R = 0，则
1
R

→ ∞。如果 R ≠ 0，则在球坐标 

0)]1(sin[
sin
1)ˆ1(11

2
2

2
2 =−⋅=−⋅∇=∇⋅∇=∇

R
R

RR
R

RRR
θ

∂
∂

θ
 

再验证归一性            ∇ = ∇ ⋅ − = −
⋅

∫ ∫∫2
2 2

1 1
R

dv
R

R dv
R n
R

ds
v sv

( $ )
$ $

 

因为 d
R n
R

Ω =
⋅$ $
2 为立体角微分，并且     

d
R v

R vs

Ω∫ =
= ∈

= ∉







4 0

0 0

π                  

                    

r r
r r  

于是，                      ∇ =
− = ∈

= ∉






∫ 2 1 4 0

0 0R
dv

R v

R vv

π                     

                          

r r
r r  

故                           ∇ = −∫ 2 1
4

R
dv R

v

πδ ( )
r

 

    [ 讨论 ] 根据（1-41），有 

∇




 = −2 1

4πε
δ ε

R
R( ) /
r

 

而静电场电位满足∇ = −2ϕ ρ ε/ 。可知
1

4πεR
 就是单位点电荷产生的位，既静电场的 Green函数。 

    [例 1-1] 在稳态场条件∇ ⋅ =
r
J 0下，利用毕奥-沙伐定理 

r
r r r

B
J r R

R
dv

v

=
′ ×

′∫
µ
π4 3

( )
 

证明均匀空间中∇ × =
r r
B Jµ 。 

证：根据（1-32），有 
r r rB J r

R
dv

v

= − × ∇ ′∫
µ
π4

1
( ' )  

而       )0)((     )()1()(1)()1()](1[
rrrrrrrrrrr

=′×∇′×∇=′×∇−′×∇=′×∇ rJrJ
R

rJ
R

rJ
R

rJ
R

 

故                                      AB
rr

×∇=  
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其中                                 ∫ ′=
v

vd
R
rJA ) (

4

rrr

π
µ  

于是                          AAAB
rrrr 2)( ∇−⋅∇∇=×∇×∇=×∇  

∫∫

∫∫∫

⋅′−=′′⋅∇′−
′

⋅∇′−=

′′⋅∇′−=′′⋅∇=′
′

⋅∇=⋅∇

sv

vvv

sdrJvdrJ
RR

rJ

vdrJ
R

vdrJ
R

vd
R
rJA

rrrrrrr

rrrrrrr

) (
4

  )] (1)([
4

   ) ()1(
4

 ) ()1(
4

  
) (

4

π
µ

π
µ

π
µ

π
µ

π
µ

 

上面的推导中已用到 0)(  ,11
=′⋅∇′∇′−=∇ rJ

RR
rr

。由于电流 J
r
被限定在 v内，所以在 s面上不存在法

向电流，即 0)( =⋅′ sdrJ rrv
。于是， 0=⋅∇ A

r
。 

∫∫ ′′∇=′
′

∇=∇
vv

vdrJ
R

vd
R
rJA ) ()1(

4
) (

4
222 rrrrr

π
µ

π
µ  

)() ()( rJvdrJR
v

rrrrr
µδµ −=′′−= ∫  

故                                  JAB
rrr

µ=−∇=×∇ 2         

 
 

 习题 1  

    1-1  证明修正矢量 Green定理 

[ ( ) ( )]

[ ( ) ( )]

r r r r

r r r r v

B A A B dv

A B B A ds
v

s

⋅∇ × ∇ × − ⋅∇ × ∇ ×

= × ∇ × − × ∇ × ⋅

∫

∫

ϕ ϕ

ϕ
 

    1-2  证明 
                          fggfgf

rrrrrr
⋅∇+⋅∇=⋅∇ )(  

                                                                          

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


===== 高等电磁场讲义 • 第 2讲 ============================== 华南理工大学电信学院 褚庆昕 ===== 

 2-1 

第 2讲             Maxwell方程 
 

在经典、宏观的范围内，Maxwell 方程是反映电磁场运动规律的基本定理，也是研究一切电磁
问题的出发点和基础。 

 
2.1 Maxwell方程的积分和微分形式 
    Maxwell方程的积分形式 
















=⋅

=⋅

⋅
∂
∂

−=⋅

⋅
∂
∂

+⋅=⋅

∫∫
∫
∫ ∫
∫ ∫ ∫

高斯定理

磁通连续性原理

法拉第定律

安培环路定理

                          

                                 0

                  

      

vs

s

l s

l s s

dvsdD

sdB

sdB
t

ldE

sdD
t

sdJldH

ρvv

vv

vvvv

vvvvvv

            （2-1） 

以及电流连续性方程 

∫ ∂
∂

−=⋅
s t

QsdJ vv
                              （2-2） 

    对于连续媒质空间，利用积分变换，从 Maxwell方程的积分形式可以得到其微分形式： 















=⋅∇
=⋅∇

∂
∂

−=×∇

∂
∂

+=×∇

 
  0

 

    

ρD
B

t
BE

t
DJH

v
v

vv

vvv

                           （2-3） 

以及                                
t

J
∂
∂

−=⋅∇
ρv

                                 （2-4） 

   从微分形式通过积分变换还可以得到 Maxwell方程积分形式的另一种表示形式： 

   










∂
∂

−=×

∂
∂

+=×

∫ ∫

∫ ∫ ∫

s v

s v v

dvB
t

Esd

dvD
t

dvJHsd

vvr

vvvr       
               （2-5） 

l Maxwell方程的实践性 
    Maxwell 方程来源于实践，主要是几个实验定律：库仑定律、安培定律、毕奥一沙伐定律、法
拉第定律。但 Maxwell 方程又高于实践，它是在实验的基础上溶入科学家智慧的结晶。比如，库仑

定律 R
R
qq

F ˆ
4 2

21

πε
−=

v
，在实验中得到 R 的指数幂其实并不是 2，而是 1.3，但库仑分析了实践中可能

的误差，并与万有引力定律比较，大胆地猜测为 2，后来发现，这与球面能量守恒有关。 

l  

ld
v

 S  

V

sdv
 

S

图 2-1 体积分、面积分和线积分示意图 
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    由库仑定律可以导出Maxwell方程中的高斯定理，由毕奥一沙伐定律可以导出磁通连续性原理，
但是由实验定律并不能直接导出Maxwell方程中安培环路定律，而是 JH

vv
=×∆ 。但是，由上式可得

0=⋅∇ J
v

，不满足电流连续性方程，为此，Maxwell大但引入了位移电流
t
DJ d ∂

∂
−=

v
，从而构成了完

整自洽的 Maxwell方程。 
 
l Maxwell方程的对称性 

杨振宁说：对称性决定支配方程。居里（Pierre Curie）说：不对称性创造世界。 
    Maxwell 方程充分显示了电与磁的对称性，但发现这一对称性却是从不对称性开始的。历史上
磁学发展最早，早在 16世纪吉尔伯特就著有<<论磁学>>，1820年丹麦学者奥斯特（Oersted）首先
发现电流可以产生磁，并创造了 Electromagnetics一词。法拉弟（Faraday）在 1821-1831十年间根据
对称性原理，猜测磁铁可以产生电流，但多次失败。1831 年 8 月 29 日他发现磁铁在线圈内移动时
产生了电流，于是领悟到变化的磁场产生电场。Maxwell 根据对称性，从法拉弟定律猜测到电场变
化也可以产生磁场。 

    
l Maxwell方程的哲学性 

1. 深刻揭示了电与磁的相互转化，相互依赖，相互对立，共存在电磁波中，正是由于电不断
转化成磁，而磁又断转化为电，才会发生能量交换和储存，因此，电磁波是一对立统一的

整体。 

电   流 I 磁  场 H 

奥斯特发现 

磁  铁 电  流 I 

法拉弟猜想 

磁场变化
t
B

∂
∂

 电  场 E 

法拉弟发现 

电场变化
t
D

∂
∂  磁  场 H 

Maxwell发现 

图 2-2  对称性发现过程 

E 

H 

E E 

H 

图 2-3  电磁场相互绞链相互转换 
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2. 深刻揭示了电磁场的任意一个地点变化会转化成时间变化，反过来，时间变化也会转化成
地点变化。正是这种地点和时间的相互转化构成了波动的外在形式，通俗地说，也即一个

地点出现的事物，经过一段时间后又在另一地点出现。 
 

l Maxwell方程的独立性 
    Maxwell方程中四个方程并不是完全独立的。独立的方程有 















∂
∂

−=⋅∇

∂
∂

−=×∇

∂
∂

+=×∇

t
J

t
BE

t
DJH

ρv

vv

vvv

 

    

                            （2-6） 

由上式中第一式，可得 0=⋅∇
∂
∂

+⋅∇ D
t

J
vv

。代入第三式，得 D
tt

v
⋅∇

∂
∂

=
∂
∂ρ

，即 ( ) 0=−⋅∇
∂
∂

ρD
t

v
，即   

constD =−⋅∇ ρ
v

。由于在静态场时(如 0=t 时为静态场) ρ=⋅∇ D
v

故对时变场也有 ρ=⋅∇ D
v

。 

    同理由第二式可得 0=⋅∇
∂
∂ B
t

v
，由于静态场时 0=⋅∇ B

v
故对时变场也有 0=⋅∇ B

v
。 

    独立方程还可以有其他形式，如 















=⋅∇
∂
∂

−=×∇

∂
∂

+=×∇

ρD
t
BE

t
DJH

v

vv

vvv

 

    

                            （2-7） 

也构成独立方程，它可以导出 0=⋅∇ B
v

，和
t

J
∂
∂

−=⋅∇
ρ
vv
。 

应当注意，上述独立性是利用了静态方程。 
 
2.2 媒质界面上的场方程---边界条件 
     

在媒质界面上，由于媒质的性质有突变( µε , 有奇异性)，
Maxwell方程的微分形式不再成立。但积分形式仍然成立。从
积分形式可以导出媒质界面上的场方程即边界条件。 

( ) sJHHn
rvv

=−× 21ˆ            （2-8a） 
( ) 0ˆ 21 =−× EEn
v

            （2-8b） 
( ) 0ˆ 21 =−⋅ BBn

vv
            （2-8c） 

( ) sDDn ρ=−⋅ 21ˆ
vv

           （2-8d） 
    [证明 1]  如图 2-6所示，跨媒质界面两侧作一小扁盒状的体积， 0→h 。应用积分形式的Maxwell
方程（2-5a），有 

Sh
t
DShJhKSHnHn

∂
∂

+=+×−×

rrrrr
)ˆˆ( 21  

Z Z 

T1时刻 T2时刻 

图 2-4 电磁波 

n̂  sJ
r

 
11 , HE

rr
 

22 , HE
rr

 

媒质 2 

媒质 1 

图 2-5  两种媒质的交界面 
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式中，K
r
表示 Hn

r
×ˆ 关于小盒侧面的线积分。当 0→h

时， 0  0 →
∂
∂

→ Sh
t
DhK
rr

， ，则有 

sJHHn
rrr

=−× )(ˆ 21  
其中， JhJ

hs 0
lim

→
= 为面电流密度。 

同理，应用电流连续性方程，有 

t
QdlnJhSJJn

l ∂
∂

−=′⋅+−⋅ ∫
rrrr

)(ˆ 21  

式中，n′ˆ 为 S的周界 l的外法向单位矢。当 0→h 时，

有 

t
JJJn s

ss ∂
∂

−⋅−∇=−⋅
ρrrrr

)( 21  

式中，
S

dlnJ

S

dlnJh
J l

s

S

l

S
hss

∫∫ ′⋅
=

′⋅
=⋅∇

→
→
→

rrrr
r

0
0
0

limlim 为面散度， sρ 为面电荷密度。 

 
2.3频域电磁场 

 

对于时谐场（场量随时间作简谐变化），可采用复函数，取时谐因子 tje ω ，则上述时域中只须将

t∂
∂
变为 ωj 即可。注意，如果时谐因子取为 tje ω− ，则

t∂
∂
变为 ωj− 。因此，在研究频域电磁场时，

一定要事先规定好时谐因子。由于任何时变场都可以应用 Fourier变换展开为时谐场分量的叠加，所
以，研究时谐场具有普遍意义。 
 

习题 2 
 
2．1  讨论 Maxwell方程中四个边界条件的独立性。 

2．2 验证 }exp{ˆ 0 jkzEzE −=
r

是否为可能存在的电磁场。 

2．3 证明边界条件： ( ) 0ˆ 21 =−× EEn
v

和 ( ) sDDn ρ=−⋅ 21ˆ
vv

。 

 

                                                                            ♦♦♦ 

h 

S n 

媒质 1 

媒质 2 媒质界面 

图 2-7 边界条件的推导 
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第 3讲          媒质本构关系 

 

一、真空中的 Maxwell方程 

直接由实验定律获得的Maxwell方程实际为 
















=⋅∇

=⋅∇
∂
∂

−=×∇

∂
∂

+=×∇

0

000

0

ε
ρ

εµµ

E

B
t
BE

t
EJB

r

r

rr

rrr

                          (3-1) 

式中， F/m    10854.810
36

1 129
0

−− ×=×=
π

ε ， H/m    102566.1104 67
0

−− ×=×= πµ  分别称为真空中

的介电常数和磁导率。如果令 





=
=

HB
ED rr
rr

0

0

µ
ε                                      (3-2) 

则（3-1）变为 

           















=⋅∇
=⋅∇

∂
∂

−=×∇

∂
∂

+=×∇

ρD
B

t
BE

t
DJH

r
r

rr

rrr

0

                               (3-3) 

 

二、媒质中的 Maxwell方程 

媒质中电磁场依然满足 Maxwell 方程（3-1），只是当媒质放在电磁场中后，会发生导电、极

化和磁化现象。导电产生传导电流。极化产生束缚电荷。交变极化产生极化电流。磁化产生磁化分

子电流。这些电荷和电流又反作用于电磁场，所以，媒质中如果没有其他的源，（3-1）中的电流 J
r

和电荷 ρ应为 

mpf JJJJ
rrrr

++=                              （3-4） 

pf ρρρ +=                                  （3-5） 

式中， fJ
r
、 pJ

r
和 mJ

r
分别表示自由电流密度、极化电流密度和磁化电流密度， fρ 和 pρ 分别表示自

由电荷和束缚电荷。自由电流为自由电荷运动所造成的电流，包括空间电荷流和传导电流 cJ
r
。 

     pρ 、 cJ
r
、 pJ

r
和 mJ

r
满足 

Pp

r
⋅−∇=ρ                                   （3-6） 

t
PJ p ∂

∂
=

rr
                                     （3-7） 

MJ m

rr
×∇=                                   （3-8） 
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EJ c

rr
σ=                                      （3-9） 

式中，σ 、P
r
和M

r
分别为媒质的导电率、极化强度和磁化强度。在实际中，自由电荷和自由电流可

以直接受实验条件的控制和测定，而束缚电荷、极化电流和磁化电流则不然。因此，从 Maxwell基

本方程中消去 pρ 、 pJ
r
和 mJ

r
比较方便。 

利用（3-1）、（3-5）和（3-6），有 

PE fpf

rr
⋅∇−=+=⋅∇ ρρρε 0  

即                          fPE ρε =+⋅∇ )( 0

rr
 

    定义电感应强度（电位移矢量）： 

PED
rrr

+= 0ε                                     （3-10） 

则有                 

fD ρ=⋅∇
r

                                    （3-11） 

利用（3-1）、（3-4）、（3-7）和（3-8）可得 

t
EM

t
PJ

t
EJJJB fmpf ∂

∂
+×∇+

∂
∂

+=
∂
∂

+++=×∇
rrrrrrrrr

00
0

1
εε

µ
 

于是 

t
DJMB f ∂

∂
+=−×∇

rrr
)1(

0µ
                         （3-12） 

定义磁场强度： 

MBH
rrr

−=
0

1
µ

                             （3-13） 

于是，方程变为 

t
DJH f ∂

∂
+=×∇

rrr
                           （3-14） 

    这样，如果略去 fρ 和 fJ
r
的下标 f，媒质中的Maxwell方程与（3-3）有相同的形式。 

   （3-3）和（3-1）都是使用于任何媒质的电磁场方程，但是，要注意（3-3）中的电流和电荷不

包含媒质中的束缚电荷、极化电流和磁化电流，它们的作用已包含在电感应强度和磁场强度中了。

而（3-1）中电流和电荷包含了空间和媒质中的所有电流和电荷。 
  

三、本构关系 
Maxwell方程（3-3）中独立的方程为两个旋度方程和一个电流连续性方程，即 7个标量方程。

但是，电磁场量却有 E
r
、 H

r
、 B

r
、 D

r
、 J

r
和 ρ 共 16个标量。因此，尚需 9个标量方程才能完全确

定电磁场量。通常引入反映媒质电磁特性的 3个矢量方程： 

)(1 HEfD
rrr

，=                                 （3-15） 

)(2 HEfH
rrr

，=                                 （3-16） 

)(3 HEfJ
rrr

，=                                 （3-17） 

   （3-15）和（3-16）称为广义本构方程，（3-17）称为广义欧姆定律。这些关系的可以通过实验

或微观结构分析得到。对于不同媒质，（3-15）-（3-17）有着不同的具体形式。 
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l 各向同性媒质 

( )
( )









=
+==

+==

EJ
HB
ED

m

e

vv
rr
rr

σ
χµµµ

χεεε
1            

1             

0

0

                   （3-18） 

即，极化强度 EP e
vv

χε0= ，磁化强度  HM m
vv

χ= 。 me χχ ， 分别称为极化率和磁化率。对于频域（时

谐）情况，（3-3）变为 

EjEjjH
rvv

εω
ωε
σ

ωε ~1 =





 −=×∇  

                             HjE
vv

ωµ−=×∇  

                             0=⋅∇ H
v

 

                             ερ=⋅∇ E
v

 

式中， 





 −=

ωε
σ

εε j1~ 。上式中假设了自由电流只有传导电流。 

复媒质的物理实质表示媒质内位移电流与传导电流的矛盾。当 1<
ωε
σ

时，媒质为绝缘体，位移

电流占优；当 1001 <<
ωε
σ

时，媒质为半导体；当
ωε
σ

<100 时，媒质为导体，传导电流占优。 

l 各向异性媒质 

各向异性媒质的物理实质是 P
v
和 E

v
， HM

vv
和 方向不一致。 

     ED
vv

⋅= ε                            （3-19） 

HB
vv

⋅= µ                              （3-20） 

下面列出几种常用的各向异性媒质。 

（1） 晶体  

旋转坐标使 ε对角化，有















=

z

y

        0      0
0            0
0       0     

ε
ε

ε
ε

x
 

如果   ，＝， Izyx εεεεεε === 则为各向同性。 

如果 εεε == yx ，则为单轴各向异性， εε >z  称为正单轴， εε <z 称为负单轴。 

如果 zyx εεε ,, 都不相等，则为双轴各向异性。 

    （2）等离子体













−=

z        0          0
0            
0       j        

ε
εδ
δε

ε j ，在无外场时，等离子体为各向同性。外加电场后，成为

各向异性，电场方向不同，各向异性不同。 

    （3）铁氧体













−=

z          0          0
0              
0           j        

µ
µ

µ
µ jk

k
，外加磁场是构成各向异性的根源。 

l 双各向异性媒质 

HED
vvv

⋅+⋅= ξε  
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HEB
vvv

⋅+⋅= µξ  

l 线性媒质 

如果算子 L满足 ( ) 02112211 µµµµ LkLkkkL +=+ ，则称 L为线性算子。如果下式满足，则称媒质

为线性媒质 

EL
t
E

t
EED D

v
L

vvvv
=+

∂
∂

+
∂
∂

+= 2

2

21 εεε                    （3-20） 

  HL
t
H

t
HHB B

v
L

vvvv
=+

∂
∂

+
∂
∂

+= 2

2

21 µµµ                 （3-21） 

EL
t
E

t
EEJ J

v
L

vvvv
=+

∂

∂
+

∂
∂

+=
2

2

21 σσσ                   （3-22） 

四、应用—波动方程  
考虑均匀、非时变、各向同性媒质。对（3-3）中两个旋度方程取旋度，有 

( )  
2

2

t
HJE

t
JH

∂

∂
−×∇=×∇

∂
∂

+×∇=×∇×∇
vvvvv

µεε            （3-23） 

( )
2

2

t
E

t
JH

t
E

∂

∂
−

∂
∂

−=×∇
∂
∂

−=×∇×∇ µεµµ
vvv

                （3-24） 

（3-23）和（3-24）是磁场和电场的矢量波动方程。利用双旋度公式 ( ) AAA
vvv 2∇−⋅∇∇=×∇×∇ ，有 

( )HJ
t
HH

vvvv
⋅∇∇+×−∇=

∂

∂
−∇

2

2
2 µε  

( )E
t
J

t
EE

vvvv
⋅∇∇+

∂
∂

=
∂
∂

−∇ µµε 2

2
2    

代入散度方程，得 

J
t
HH

vvv
×−∇=

∂

∂
−∇

2

2
2 µε                            （3-25） 

( )ερµµε ∇+
∂
∂

=
∂

∂
−∇

t
J

t
EE

vvv
2

2
2                    （3-26） 

    对于 0,0 == ρJ
v

的无源区域， 

0

0

2

2

2

2

=
∂
∂

+×∇×∇

=
∂

∂
+×∇×∇

t
EE

t
HH
vv

vv

µε

µε
                     （3-27） 

0

0

2

2
2

2

2
2

=
∂
∂

−∇

=
∂

∂
−∇

t
EE

t
HH
vv

vv

µε

µε
                              （3-28） 

可见，无源区域中电场和磁场的波动方程形式相同。 

对于时谐情况（频域）             
0
0

22

22

=+∇
=+∇

EkE
HkH vv
rv

                       （3-29） 

式中，
λ
π

µεω
222 ==k 。 
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    [讨论] 

l 波动性 

  以一维情况为例。波动算子为 










∂

∂
−

∂

∂
=









∂

∂
−

∂

∂
=

2

2

22

2

2

2

2

2 1
tvztz

L µε  

式中， µε1=v 。波动方程的形式解为 ( ) ( )vtzBgvtzAftzu ++−=),( ，即， 0 ≡Lu 。其中，f，g

为任意可导函数，A，B为任意常数。根据ζ 或ξ 保持常数，即 .constvtz =± 则两边关于 t求导，可

得 v
dt
dz m= ，所以 v为媒质中的电磁波速度即光速。 

l 波动方程把双旋度、双变量（ E
r
和 H

r
）方程变为单变量（ E

r
或 H

r
）方程，但代价是提高了导

数阶数。 

l 无源区的波动方程，说明电磁波可离开源独立存在。 

l 方程（3-27）为无源区域的波动方程，但方程（3-28）代表 

( )
( ) 0

0

=⋅∇∇+
∂
∂

=⋅∇∇+×∇−

E
t
J

HJ
vv

vv

µ
 

不一定是无源区域方程。 

l HE
vv

与 的无源区方程相同，但不能代表 HE
vv

= 。微分方程包含一大类解，给出了解的可能性，

而初始条件和边界条件决定解的现实性。 
 

习题３ 

3.1  已知铁氧体磁导率张量 µ为













−=

z       0          0
0            
0       j        

µ
µ

µ
µ jk

k
，其中 zk µµ ,, 是正实数，试采用坐标变换得 µ

对角化，求坐标变换矩阵和对角矩阵。 

3.2  对于良导体，无源区域的 Maxwell方程为 










=⋅∇
=⋅∇

−=×∇
=×∇

0
0

E
H

HjE
EH

v
v

vv
vv

µω
σ

 

试导出波动方程，并给出波传播的速度 vv和波阻抗ηv的表达式。 
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第 4讲             电磁能量 

 
我们说电磁场是作为一种物质形式存在的。衡量物质存在的一个标志是动量和能量，那么如何

确定电磁长的动能量呢？通常我们对一种新的能量或动量形态的认识，总是通过它们与其他物质的

相互作用来达到。本讲所讨论的就是通过电磁场与电荷系统的相互作用来认识电磁场的动量和能量

的。 
 

4.1  Lorentz力 
电磁场与带电物质之间有着密切的联系。Maxwell 方程反映了电荷和电流（运动的电荷）激发

电磁场以及电磁场内部的运动规律，但是，却不能反映电磁场如何反作用于电荷系统。 
Coulomb定律和 Ampere定律反映了一定条件下场对电荷系统的作用。 
Coulomb定律：静止的电荷 q受到静电场的作用力 

EqF
rr

=  

Ampere定律 ：恒定电流元 dvJ
r
受到磁场作用力 

dvBJFd
rrr

×=  
若电荷为连续分布，其密度为 ρ，则电荷系统单位体积所受的力密度为               

BJEf
rrrr

×+= ρ                                （4-1） 

Lorentz把上述结果推广为普遍情况下场对电荷系统的作用力，因此上式称为 Lorentz力密度公
式。 

把上式用于速度为 v，电荷为 q的带电粒子，则粒子所受的电磁场作用力为 
( )BvEqF

vrvv
×+=  

上式称为 Lorentz力公式。 
Lorentz假设这一公式适合任意运动的带电粒子。近代物理学的实践证明了这一假说是正确的。 

 
4.2   电荷系统的动量和能量 
    根据作用力等于动量的时间变化率，有 

( )
dt
Gd

vm
dt
d

dt
vdmF p

v
vvv

===                          (4-2) 

式中 vmGp
vv

= 为带电粒子的动量，由(4-1)和(4-2)，有 

   ( )BvEq
dt
Gd p vvv
r

×+=                                (4-3) 

另一方面，带电粒子的动能 

vvmmvWp
vv ⋅==

2
1

2
1 2  

于是有                       ( ) vEqBvqEqv
dt
Gd

v
dt

dW pp vvvvvv
r

v ⋅=×+⋅=⋅=                    (4-4) 

对于电荷密度为 ρ，电流密度为 vJ vv
ρρ = 的连续分布电荷系统，式(4-3)和(4-4)变为 

                                BJE
dt
gd p vvvr

×+= ρρ                                (4-5) 

EJ
dt

dw vv
⋅= ρ

ρ                                  (4-6) 
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式中， pp wg ,r
分别为动量密度和能量，即单位体积中的动量和能量。 

    从(4-5)和(4-6)可以看出，若 00 >>
dt

dw
dt
gd pp

， 

r
，则表明电荷系统得到了动量和能量，而这些

动量和能量只能来自电磁场，所以根据动量守恒定律和能量守恒定律，我们可以得到结论：电磁场

具有动量和能量。 
 
4.3  时域 Poynting定理 

     
    利用矢量恒等式 ( ) baabba

vvvvvv ×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇ ，有 

( ) HEEHHE
vvvvvv

×∇⋅−×∇⋅=×⋅∇  

将 Maxwell旋度方程代入，可得 

( )
t
DEJE

t
BHHE

∂
∂

⋅−⋅−
∂
∂

⋅−=×⋅∇
r

vvv
r

vvv
 

设媒质非色散， 0=
∂
∂

=
∂
∂

t
u

t
ε

，则 

 ( ) 





 ⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

−⋅−=×⋅∇ DE
t

BH
t

JEHE
vrvvvvvv

2
1

                   (4-7) 

令                    
2
1 

2
1

σρ JJJwwwBHwDEwHES mefme

vvvvvvvvvv
+=+=⋅=⋅=×= ，，， ，  

其中， ew 和 mw 分别为电场能量密度和磁场能量密度，  EJ
vv

σσ = 为导电媒质中的传导电流， ρJ
v
为

外部电流源。 
考虑到(4-6)，得 

( ) EEww
t

S fP

vvr
⋅−+

∂
∂

−=⋅∇ σ                           (4-8) 

上式的积分形式为 

( )∫ ∫∫ ++
∂
∂

=⋅−
s vv

fP dvEdvww
t

dsnS 2ˆ σ
v

                    (4-9) 

式中， pw 为连续分布电荷系统的能量密度， fw 为电磁场的能量密度，S
v
为电磁场的能流密度矢量

（功率密度矢量），称为 Poynting矢量。
2

E
v

σ 为欧姆损耗功率密度。 

式(4-9)表明，从闭合面 s流入的功率等于 s所包围的体积 v内总能量（电荷系统的能量和电磁
场能量之和）在单位时间内的增加量与 v中的损耗功率之和。如果 s面为理想导体面，则(4-9)左边
的面积分为 0，则 v中的损耗功率等于总能量的减小率；如果 0=σ ，则电磁场能量与电荷系统能量

相互转换；如果 0=pw ，则电场能量与磁场能量相互转换，即谐振。 

苏联学者曾提出一个佯谬：对于静电场E
v
和静磁场H

v
共存的空间，并不存在电磁波，但 Poynting

矢量存在 0≠× HE
vv

，(4-9)不成立（因为 ,0=σ 右边=0）。难道说 Poynting 定理不适合静场？问题
出在哪里呢？ 

 
4.4  频域 Poynting定理 

采用与上节类似的方法，可以得到 

      





 ⋅−⋅−⋅−=






 ×⋅∇ ∗∗∗∗ DEBHjEJHE

vvvvvvvv
4
1

4
12

2
1

2
1

ω            （4-10） 
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令                    ∗∗∗ ⋅=⋅=×= DEwBHwHEs em

vv
&

vv
&

vv&v
4
1  ,

4
1   ,  

2
1

 

得频域 Poynting定理 

( )em wwjEJs &&
vv&v −−⋅−=⋅∇ ∗ ω2

2
1

                      （4-11） 

与时域比较，一个周期内的时间平均值为 

{ }∫ =






 ×== ∗T

sHEdts
T

s
0

Re
2
1Re1~ &vvvvv

 

{ }∫ =






 ⋅== ∗T

mmm wBHdtw
T

w
0

Re
4
1Re1~ &

vv
 

{ }∫ =






 ⋅== ∗T

eee wDEdtw
T

w
0

Re
4
1Re1~ &

vv
 

                    
l 各向同性媒质的无耗条件 

   设 εεε ′′−′= j ， µµµ ′′−′= j ，则耗能为 

∫∫∫ ∫∫∫∫∫ 





 ′′+′′+=⋅






 ×− ∗

vs

dvHEdvEdsnHE 222

4
1

4
12

2
1ˆ

2
1Re µεωσ

vv
    （4-12） 

   储能为 

∫∫∫∫∫ 





 ′′−′=⋅






 ×− ∗

vs

dvEHdsnHE      
4
1

4
12ˆ

2
1Im 22 εµω

vv
          （4-13） 

上式表明，进入封闭面 s内的实功率（Poynting矢量的时间平均值）等于 s面所包围的体积内由
传导电流引起的热损耗与媒质中极化阻尼和磁化阻尼引起的损耗功率之和。（4-13）表明进入封闭面
s内的虚功率与 s面所包围的体积内磁场储能与电场储能时间平均值之差成正比。 
    媒质无耗时，耗能为零，所以媒质的无耗条件为  

000 =′′=′′= µεσ ，，                        （4-14） 

即                              ∗∗∗ ==== µµεεσσ ，，0  
                  ( ) ( ) 0Im0Im == em ww ，                       （4-15） 

 
l 各向异性媒质的无耗条件 

设                               
HEB

HED
rrr

rrr

µζ

ξε

+=

+=
                            （4-16） 

不失一般性，考虑无源区域， 0=J
r

，将上式代入（4-10）并取实部得 

)])()(

)()([
2
1

)](Re[
2
1

)](Re[
2
1)Re(

HHHE

EHEEj

HHEHHEEEj

HBDEjs

rrrr

rrrr

rrrrrrrr

rrrr&r

µµξζ

ζξεεω

µζξεω

ω

−⋅−−⋅−

−⋅+−⋅=

⋅−⋅−⋅+⋅=

⋅−⋅=⋅∇

+
∗

+
∗

+
∗∗

+
∗

∗∗∗
∗

∗
∗

∗∗

 

对于无耗媒质， 0)Re( =⋅∇ s&r ，所以，无耗条件为 

ζξµµεε ===
+++

， ，  
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l Poynting定理的电路解释 
考虑图 4-1所示的 RLC串联电路。 
 
 
 
 
 

图 4-1  RLC串联电路 
流入电路的复功率为 

( )emL

c

wwjP

cvLIjRI

c
c
IIILIjIRI

cj
LjRIIIZIP

&& −+=







 −+=









−+∗=









++∗==

∗
∗

∗

ω

ω

ω
ω

ω
ω

2
4
1

4
12

2
1

44
12

2
1

1
2
1

2
1

222

22  

 
l 场的互能量 
    电磁场的能量和能流不是场的线性函数，所以不满足叠加原理。例如，假设在各向同性非色散

媒质中，同时存在两个电场 1E
r
和 2E

r
，于是，合成的电场能量密度为 

21
2
2

2
12121 2

1
2
1)()(

2
1 EEEEEEEEwe

rrrrrr
⋅++=+⋅+= εεεε  

上式的前两项为两个电场系统的自能量密度，交叉项则代表互能量密度。 
 

 
习题 4 

 
4-1试推导频域 Poynting定理。 
 
4-2 相同频率ω的两个点电荷源，置于相同的各向同性的线性媒质中，电源 1 在空间产生的电

磁场为 11, HE
vv

 ；而电源 2产生的 22 , HE
vv
，试证明     ( ) 01221 =×−×⋅∇ HEHE

vrrv
 

 
    4-3 无限均匀导电媒质中放一电量为Q的点电荷，试求这电荷随时间的变化规律，并写出空间
中任一点的磁场强度和能密度。 
 
 
 
 

L C 

E 

R I 
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第 5讲         电磁动量与张力 
 
一、动量流张量 

    首先对 BD
rr

× 关于时间 t求导数 

    
∂
∂

∂
∂

∂
∂t

D B
D
t

B D
B
t

( )
r r

r
r r

× = × + ×                       （5-1） 

将 Maxwell旋度方程           ∇ × = +
r r

r
H J

D
t

∂
∂
，∇ × = −

r
r

E
B
t

∂
∂

 

以及本构关系
r r
D E= ε  

r r
B H= µ 代入，得 
∂
∂

µ ε
t

D B H B J B D E

H H J B E E

( ) ( ) ( )

( ) ( )

r r r r r r r r

r r r r r r
× = ∇ × × − × − × ∇ ×

− × ∇ × − × − × ∇ ×                =
 

利用矢量公式   
r r r r r ra a a a a a× ∇ × = ∇ ⋅ − ⋅∇( ) ( ) ( )

1
2

 

则               

EEHH

EEHHBJBD
t rrrr

rrrrrrrr

)()(                                   

)]()([
2
1)(

∇⋅+∇⋅+

⋅∇+⋅∇−=×+×

εµ

εµ
∂
∂

                  （5-2） 

利用张量公式 )( Iϕϕ ⋅∇=∇ ，∇ ⋅ = ∇⋅ + ⋅∇( ) ( ) ( )
rr r r rfg f g f g ,有  

EDHB

EDHBIEDHBBJBD
t rrrr

rrrrrrrrrrrr

)()(

])(
2
1[)(

⋅∇−⋅∇−

−−⋅+⋅⋅−∇=×+×
∂
∂

           （5-3） 

代入 Maxwell散度方程∇ ⋅ =
r
D ρ , ∇ ⋅ =

r
B 0，则（5-3）变为 

 ])(
2
1[)( EDHBIEDHBEBJBD

t

rrrrrrrrrrrrr
−−⋅+⋅⋅−∇=+×+× ρ

∂
∂

       （5-4） 

令                          SHEBDg f

rrrrrr
µεµε =×=×=                           （5-5） 

 EDHBIEDHB
rrrrrrrr

−−⋅+⋅=Φ )](
2
1                         （5-6） 

结合电荷系统的动量守恒方程 
∂

∂
ρ

r r r rg
t

J B Ep = × +  

最后得                        Φ⋅−∇=+ )( pf gg
t

rr
∂
∂

                             （5-7） 

对比 Poynting定理                
∂
∂t

w w Sf p( )+ = −∇⋅
r

 

可以看出（5-7）中各项的物理意义。因为
rgp为电荷系统的动量密度，所以

rg f 可定义为电磁场的动

量密度。而Φ代表动量流密度，称为电磁场动量流密度张量。 

对（5-7）两边关于体积 v积分，并利用积分变换公式 

AsdAdv
v s

⋅=⋅∇∫ ∫
r
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得                            Φ⋅−=+ ∫∫
sv

pf sddvgg
t

rrr )(
∂
∂

                       （5-8） 

上式告诉我们，单位时间内通过闭合曲面 s流入体积 v的总动量等于体积 v内电磁场与电荷系统总
动量的时间变化率。 
 
    [例 5-1]  计算自由空间中均匀平面电磁波的能量流密度和动量流密度。 

解：对于自由空间中的均匀平面电磁波，电场
r
E、磁场

r
H和 Poynting 矢量

r
S互相垂直。不妨

设
r r
E Ex H Hy H E= = =$, $,  

ε
µ
，于是 

        zcwzHEzEzEHHES f ˆ ˆ)
2
1

2
1(1  ˆˆ 222 =+===×= µε

µεµ
εrrr

         （5-9） 

式中， c表示光速， w f 表示电磁场能量密度。电磁场动量密度张量为 

zzwIyyxxwIwyyHxxE fff ˆˆ)ˆˆˆˆ( ˆˆˆˆ 22 =+−−=+−−=Φ µε       （5-10） 

根据（5-9）w z S cf $ /=
r
，以及

r r r
g S S cf = =εµ / 2

，可得  

     zgc f ˆr
=Φ                                （5-11） 

（5-9）和（5-11）表明，自由空间中的均匀平面电磁波携带能量和动量以光速传播形成电磁场能量
流和动量流。 
 
 
二、 电磁场张力张量 

令                         IEDHBEDHBT )(
2
1 rrrrrrrr

⋅+⋅−+=Φ−=                   （5-12） 

则（5-7）和（5-8）变为 

Tgg
t pf ⋅∇=+ )( rr

∂
∂

                          （5-13） 

TsddvTdvgg
t svv

pf ⋅=⋅∇=+ ∫∫∫
rrr )(

∂
∂

                  （5-14） 

对比经典力学动量守恒定律 F
t
G rr

=
∂
∂

,可见， TsddvT
sv

⋅=⋅∇ ∫∫
r

就是作用在体积 v上的力，它也可

以等效地看成作用在包围体积 v的闭合曲面 s上的张力。由于T 只包含电磁场，所以这些力是由电
磁场施加的。 T⋅∇ 为电磁场体积力密度，T为作用在单位面积上的电磁场张力张量，显然T 为对
称张量。（5-13）和（5-14）称为电磁场动量守恒定理。 
 

    在电磁场张力张量T 的表示式（5-12）中，电场
r
E和磁场

r
H之间彼此是独立的，可以表示为两

部分之和 

me TTT +=                               （5-15） 

式中，                           IEDEDT e )(
2
1 rrrr

⋅−=                            （5-16） 

 IHBHBT m )(
2
1 rrrr

⋅−=                            （5-17） 

分别称为电场和磁场张力张量。 
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    为了便于分析又不失一般性，令
r
E Ex= $，则 

                      )ˆˆˆˆˆˆ(
2
1

2
1ˆˆ 222 zzyyxxEIExxET e −−=−= εεε                 （5-18） 

于是作用在表面 s 单位面积上的电场张力为 

)ˆˆˆ(
2
1ˆ 2 znynxnETnF zyxee −−=⋅= ε

r
                   （5-19） 

式中， $ $ $ $n n x n y n zx y z= + + 为表面 s的外单位法向矢。 

 
 
 
 
    情况 a： $n在 x y− 平面内， n n nz x y= = =0, cos , sin  θ θ，其中θ为

r
E与 $n之间的夹角， 则 

       
r
F E x ye = −

1
2

2ε θ θ(cos $ sin $ )                       （5-20） 

    情况 b：
r
E与 $n平行，即 $ $, ,n n x n nx y z= = = =  n  x 1 0，则 

 
r
F E ne =

1
2

2ε $                              （5-21） 

所以，电场表面张力与 $n同向，它是对表面 s向外的拉力。 

    情况 c：
r
E与 $n垂直，不妨设 $ $, ,n n y n ny x z= = = =  n  y 1 0，则 

r
F E ne = −

1
2

2ε $                             （5-22） 

此时，电场表面张力与 $n反向，它是对表面 s向内的压力。以上情况的受力示意图如图 5-1所示。 

 

 

 

 

 

 
 

图 5-1电场表面张力 

(a) $n在 x y− 平面内 (b)
r
E与 $n平行（拉力）(c) 

r
E与 $n垂直（压力） 
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由于磁场张力张量与电场张力张量形式相同，只要把 eT 中的
r
E换成

r
H以及 ε换成µ便可得到

mT 的表示式，所以上述有关电场表面张力的结论完全适合于磁场表面张力。根据这些结论，我们

很容易分析任一表面所受的电磁场力。例如，对于理想导电空腔腔壁，电场
r
E垂直于腔壁，电场力

为拉力，磁场
r
H平行于腔壁，磁场力为压力。再如一均匀平面波垂直入射到无限大理想导体时，导

体表面上电场等于零，只存在切向磁场，因此，导体受到平面波的压力，既辐射压力。 

 

 

三、合成场的张力张量 

设有两个电磁场系统，其场量分别为
r r
E H1 1,  和

r r
E H2 2,  。当两个场系统叠加时，其合成场的场

矢量为 r r r

r r r
E E E

H H H

= +

= +
1 2

1 2

 

则合成场的张力张量为 

21122211 TTTTT +++=                        （5-23） 

其中， 

    1,2=ji,    ,)(
2
1 IEDHBEDHBT jijijijiij

rvrrrrrr
⋅+⋅−+=  

11T 和 22T 分别表示场系统
r r
E H1 1,  和

r r
E H2 2,  的张力张量， 12T 和 21T 表示两个场系统相互作用的张

力张量。由于场的张力为
r
E和

r
H的二次项，所以在合成场的张力张量表达式中出现了场的交叉乘积

项。 

应用 12T 和 21T 可以计算两个电磁场系统间的相互作用力。例如，对于两个静电场系统
r
E1和

r
E2  

])([ 2112212112 IEEEEEETT
rrrrrr

⋅−+=+ ε       （5-24） 

于是，两个静电场系统在闭合面 s上的相互作用力为 

∫

∫∫
××−⋅=

⋅−⋅+⋅=⋅+=

s

ss

dsEnEnEE

dsnEEnEEnEEsdTTF

)]ˆ()ˆ([   

]ˆ)()ˆ()ˆ([)(

1212

2112212112

rrrr

rrrrrrrr

ε

ε
 （5-25） 

 
[例 5-2]  利用两个静电场系统的相互作用力公式（5-25）计算均匀电场中点电荷所受的力。 

解：在球坐标系中，点电荷 q产生的电场
r
E1为 

r
E

qr
r1 24

=
$

πε
 

设点电荷 q位于均匀电场
r
E2中，由（5-25）可得两个静电场系统在闭合面 s上的相互作用力。为了

计算电场
r
E2对点电荷 q的作用力，取（5-25）中积分曲面 s为包围点电荷 q的球面且点电荷 q位于

球心，则 

∫∫ =××−⋅=
ss

dsE
r

qdsErErEEF 221212 4
)]ˆ()ˆ([

rrrrrr
π

ε  

令球面的半径 r趋于零，则
r

r
r

F
qE

r
ds qE

s

= =∫2
2 24π

 

所得结果与洛仑兹力公式的结果相同。 
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习题 5 
 

5-1 证明:在自由空间 ),( 00 εµ 的电磁场中，垂直于任意表面的电磁场力密度（单位面积上电

磁场力的法向分量）为 

      ])ˆ()ˆ()ˆ()ˆ([
2
1 2

0
2

0
2

0
2

0 nHnEnHnEFn ×−×−⋅+⋅=
rrrr

µεµε    

          

5-2 试导出频域情况下电磁场动量守恒定理。 
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第 6讲         辅助位函数 

     
引入位函数可以简化电磁计算。 
 

一、矢位与标位 
 

    考虑 Maxwell方程 

                                     ∇ × = +
v v

v
H J

D
t

∂
∂

                            (6-1a) 

∇ × = −
v

v
E

B
t

∂
∂

                              (6-1b) 

∇ ⋅ =
v
B 0                                  (6-1c) 

∇ ⋅ =
v
D ρ                                  (6-1d) 

以及本构关系  
   

v v
D E= ε                                  (6-2a) v v
B H= µ                                 (6-2b) 

  
 
 

根据(6-1c)以及矢量公式∇ ⋅ ∇ × ≡( )
v
A 0，引入磁矢位

v
A，满足 

v v
B A= ∇ ×                                  (6-3) 

代入(6-1b)得 

0)( =+×∇
t
AE

∂
∂
vv

                             (6-4) 

再根据矢量公式∇ × ∇ =( )ϕ 0，引入电标位ϕ，满足 

v
v

E
A
t

＝ − ∇ −ϕ
∂
∂

                              (6-5) 

    可见，引入
v
A和ϕ后，使求解

v
E、

v
H六个分量变成求解

v
A和ϕ四个分量，因而简化了计算。 

我们已应用了Maxwell方程中的两个方程(6-1b)和(6-1c)。为了导出
v
A和ϕ满足的方程，将(6-3)

和(6-5)代入剩余的两个方程(6-1a)和(6-1d)。 
 

对于均匀各向同性媒质，有 










−=+∇⋅∇

−−∇×∇×∇

ε
ρ

∂
∂

ϕ

∂
∂

∂
∂ϕ

µεµ

)(

)( 2

2

t
A

t
A

t
JA

v

vvv
＋＝

 

应用∇ × ∇ × = ∇ ∇⋅ − ∇
v v v
A A A( ) 2 ，上式整理后得 










+⋅∇−−=−∇

+⋅∇∇+−=−∇

)()(

)()(

2

2
2

2

2
2

t
A

tt

t
AJA

t

∂
∂ϕ

µε
∂
∂

ε
ρ

ϕ
∂
∂

µε

∂
∂ϕ

µεµ
∂
∂

µε

v

vvv

                 (6-6) 
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比较电场
v
E和磁场

v
H满足的波动方程： 










∇+=−∇

×−∇=−∇

)()(

)(

2

2
2

2

2
2

ε
ρ

∂
∂

µ
∂
∂

µε

∂
∂

µε

t
JE

t

JH
t vv

rv

                     (6-7) 

 
可以看出： v
E和

v
H的波动方程中含有场源的复杂微分项，这给方程的求解带来了相当大的困难。 

而
v
A和ϕ的波动方程中场源是直接出现在方程中的，不包含任何运算，因而使方程求解相对简

单。这是引入位函数
v
A和ϕ的又一个主要原因。 

遗撼的是，(6-6)中的两个方程是互相耦合的，即ϕ出现在
v
A的方程中，而

v
A又出现在ϕ的方

程中。为了解决这个问题，我们先研究位函数
v
A和ϕ的唯一确定问题。 

根据矢量 Helmholtz 定理：一个在远区趋于零的矢量函数由它的旋度和散度完全确定。式(6-3)
仅给定了

v
A的旋度，所以不足以完全确定

v
A，还需要引入

v
A的散度。 

 
事实上，如果设 

ψ∇+=′ AA
vv

                                (6-8) 

则                                 
r v v
B A A= ∇ × ′ = ∇ ×                          

如果设                               
t∂

∂ψ
ϕϕ −=′                                 (6-9) 

则 

)()(
t
A

tt
A

tt
AE

∂
∂

ϕψ
∂
∂

∂
∂

ψ
∂
∂

ϕ
∂

∂
ϕ

vvvv
+∇−=∇−−∇+−∇=

′
+′∇−=  

    也就是说，位函数在(6-8)和(6-9)变换下，电磁场量
v
E和

v
H保持不变。这种不变性称为规范不变

性。 
因此，仅由(6-3)和(6-5)定义的

v
A和ϕ在一定范围内是任意的。这就为∇ ⋅

v
A的定义提供了自由

空间。 
定义∇ ⋅

v
A的条件称为规范条件。 

常用的规范有两种。 
 
l Lorentz规范 

    如果我们令                     ∇ ⋅
v
A

t
＋ ＝µε

∂ϕ
∂

0                             (6-10) 

则(6-6)可简化为非耦合形式 










−=∇

−=∇

ε
ρ

ϕ
∂
∂

µε

µ
∂
∂

µε

)(

)(

2

2
2

2

2
2

t

JA
t

－

－
vv

                          (6-11) 

    (6-10)称为 Lorentz规范条件。在 Lorentz 规范下，矢位
v
A直接由电流源

v
J产生，而标位ϕ直接

由电荷 ρ产生。 

    对于角频率为ω的时谐场，矢位
v
A和标位ϕ满足 
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( )

( )

∇ + = −

∇ + = −








2 2

2 2

k A J

k

v v
µ

ϕ
ρ
ε

                             (6-12) 

式中， k 2 2= ω µε。 

 
 
     Lorentz规范可写为 

∇ ⋅ =
v
A j＋ ωµεϕ 0                               (6-13) 

于是，电磁场量的表达式为 v v

v v v
B A

E j A
k

A

= ∇ ×

= − + ∇ ∇ ⋅







ω[ ( )]

1
2

                        (6-14) 

    上式直接表明，在 Lorentz规范下，只需求出
v
A，就可单独由

v
A求出场量

v
E和

v
B，而无需求标

位ϕ，也就是说，并不需要知道电荷分布。 

    如何从物理概念上解释这一结论呢？事实上，从下面的证明可以看出，由 Lorentz 规范可以直
接导出电流连续性方程。 

对 Lorentz规范(6-10)两边作∇ 2运算，并注意到∇ ∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∇2 2( ) ( )
v v
A A 可得 

∇ ⋅ ∇ + ∇ =( )2 2 0
v
A

t
µε

∂
∂

ϕ  

 
 

    将
v
A和ϕ的波动方程(6-11)代入上式，得 

µε
∂
∂

µε
∂ϕ
∂

µ
∂ρ
∂

2

2t
A

t
J

t
( ) ( )∇ ⋅ + = ∇ ⋅ +

v v
                  (6-15) 

再将 Lorentz规范代入上式左边，便得到电流连续性方程 

∇ ⋅ =
v
J

t
＋

∂ρ
∂

0  

根据电流连续性方程，电荷与电流并不是彼此无关的，电荷密度可用电流密度来表示。而在

Lorentz规范下，矢位
v
A只与

v
J有关，与ϕ无关。所以，单独由

v
A求出

v
E和

v
B也就不足为奇了。 

 
l Coulomb规范 

    令                                ∇ ⋅ =
v
A 0                                   (6-16) 

则(6-6)变为                
( )∇ − = − + ∇

∇ = −










2
2

2

2

µε
∂
∂

µ µε
∂ϕ
∂

ϕ
ρ
ε

t
A J

t
v v

                      (6-17) 

 
(6-16)称为 Coulomb规范。虽然在 Coulomb 规范下，矢位和标位满足的方程不像 Lorentz 规范

下矢位和标位满足的方程那样简洁、对称，但标位满足的方程与静电场的电位方程形式相同。容易

证明， 

ϕ
ρ
πε

( , )
( , )r
r
r rr t
r t
r r

dv
v

=
′
− ′

′∫ 4
                          (6-18) 
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下面我们证明，在 Coulomb规范下，矢位
v
A只由电流的无散部分决定。 

    [引理] (Helmholtz定理) 任意矢量
v
f 可分解为无旋部分和无散部分之和 

v v
v v v v

f r t
f r t

R
dv

f r t
R

dv
v v

( , )
( , ) ( , )

= ∇ × ∇ ×
′

′ − ∇∇ ⋅
′

′∫ ∫4 4π π
             (6-19) 

证：根据∇
− ′

= − − ′2 1
4v v

v v
r r

r rπδ ( )以及δ函数的选择性，任意矢量
v vf r t( , )可表示为 

vd
rr
trf

vd
rr

trfvdrrtrftrf

v

v v

′
′−

′
−∇=

′
′−

∇
′

−=′′−′=

∫

∫ ∫

vv
vv

vv
vv

vvvvv

π

π
δ

4
),(

1
4

),()(),(),(

2

2

 

再利用∇ × ∇ × = ∇ ∇⋅ − ∇
v v v
A A A（ ) 2 ，便得证(6-19)。 

设电流源 tl JJJ
rvv

+= ，其中 lJ
v

,
v
J t分别表示

v
J的无旋部分和无散部分，即 

  
v

v v
v vJ

J r t
r r

dvl
v

= −∇∇ ⋅
′
− ′

′∫
( , )

4π
                           (6-20) 

v
v v
v vJ

J r t
r r

dvt
v

= ∇ × ∇ ×
′
− ′

′∫
( ,

4π
                          (6-21) 

〖定理〗 在 Coulomb规范下    

                                    
v
J

tl = ∇ε
∂ϕ
∂

                                 (6-22) 

证：根据矢量恒等式 

),(11),(),( trJ
rrrr

trJ
rr
trJ ′⋅∇

′−
+

′−
∇⋅′=

′−
′

⋅∇ vv
vvvv

vv
vv

vv
 

因为∇ ⋅ ′ =
v vJ r t( , ) 0，以及 

),(1),(

1),(1),(

trJ
rrrr

trJ
rr

trJ
rr

trJ

′⋅∇′
′−

+
′−

′
⋅∇′−=

′−
∇′′−=

′−
∇′

rv
vvvv

vv
vv

vv
vv

vv

 

所以，由(6-20) 

∫ ∫

∫ ∫

′
′−

′
∇+

′−
⋅′

∇=

′
′−

′⋅∇′
∇−

′−
′

⋅∇′∇=

s v

v v
l

vd
rr
tr

t
ds

rr
ntrJ

vd
rr

trJvd
rr
trJJ

vv
v

vv
vv

vv
vv

v
vv

vvv

π
ρ

∂
∂

π

ππ

4
),(

4
ˆ),(

4
),(]

4
),([

 

 
上式推导中已利用了电流连续性方程。因为场源

v
J和 ρ分布在有限空间内，而体积 v为均匀无

界空间，所以上式右边第一项面积为零。再将 Coulomb 规范下标位的表达式(6-18)代入上式右边第
二项，便证明了(6-22)。 

将 tl JJJ
rvv

+= 和(6-22)代入(6-17)的第一式，得到 

( )∇ − = −2
2

2µε
∂
∂

µ
t

A J t

v v
                         （6-23） 
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即在 Coulomb规范下，矢位

v
A只由电流源的无散部分决定。 

    引入了规范条件后，
v
A 和ϕ中只有三个量是独立的。换句话说，只需求解

v
A和ϕ中三个量便可

确定电场
v
E和磁场

v
H的六个分量。 

 
二、Hertz矢量 
    另一种常用的辅助位函数是 Hertz矢量。已经知道源电流密度分为无旋分量和无散分量两部分。
Hertz在研究单一点振荡点电荷的辐射问题时，将电流密度的无旋分量等效为极化电流，即 

t
PJ l ∂

∂
vv

=                                    (6-24) 

式中
v
P为等效极化矢量。根据电流连续性方程，可得等效极化电荷密度 

ρ = −∇ ⋅
v
P                                   (6-25) 

    引入新的位函数－电 Hertz矢量
v
Π e，满足 

t
A e

l ∂
∂

µε
Π

=
vv

                                 (6-26) 

则在 Lorentz规范下， 

  ( )∇ − = −2
2

2µε
∂
∂ εt

P
e

r v
Π                             (6-27) 

    代入 Lorentz规范条件，得 

el Π⋅−∇=
v

ϕ                                 (6-28) 

于是,由 lJ
v
产生的场为 

          










Π
−Π⋅∇∇=

Π
×∇=

2

2

t
E

t
B

e
el

e
l

∂
∂

µε

∂
∂

µε
r

vv

rr

                         (6-29) 

对于电流无散分量，可等效为磁化电流的形式，令                

MJ t

vv
×∇=                                  (6-30) 

式中，
v

M称为等效磁化强度矢量。 
    引入另一个位函数－磁 Hertz矢量

v
Πm，满足 

 mtA Π×∇=
vv

µ                                 (6-31) 

则                             ( )∇ − = −2
2

2µε
∂
∂t

Mm

v v
Π                           (6-32) 

     根据(6-31)，有 0=⋅∇ tA
v

，所以 Lorentz条件为 0=tϕ ，于是电磁场量表示为 







Π
×∇−=

Π×∇×∇

t
E

B
m

l

ml

∂
∂

µ

µ vv

vv
＝

                             (6-33) 

    一般情况下，源电流为 

M
t
PJ

vvv
×∇= ＋

∂
∂

                              (6-34) 

于是，根据场的叠加原理，电磁场量表示为 
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v v
v v

v
v

v

E
t t

H
t

e m m

e
m

＝∇ ∇ ⋅ − − ∇ ×

= ∇ + ∇ × ∇ ×










( )Π
Π Π

Π
Π

µε
∂

∂
µ

∂
∂

ε
∂
∂

2

2

                  (6-35) 

 
 
 

习题  6 
 

6-1  试证明在 Coulomb规范下 

( )∇ = −2
2

2－µε
∂
∂

µ
t

A J t

v v
 

式中，         
v

v v
v vJ

J r t
r r

dvt
v

= ∇ × ∇ ×
′
− ′

′∫
( , )

4π
 

 
6-2  试导出导电率为σ 的媒质中矢位

v
A和标位ϕ的波动方程。 
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第 7讲    无源区域电磁场量的表示 

 
在上一讲中，我们利用矢位

v
A和标位ϕ 或电 Hertz矢量

r
Π e和磁 Hertz矢量

v
Π m表示了电磁场量v

E和
v
B。我们已得到结论，场量

v
E和

v
B可用矢位

v
A直接确定，也就是说，场量的六个分量可用三

个标量函数表示。 
[定理] 对于无源区域

v
J = 0， ρ = 0，场量

v
E和

v
B只需用两个标量函数就可以确定。 

证明：在频域，作规范变换 v v
′ = + ∇
′ = −





A A
j

ψ
ϕ ϕ ωψ

                              (7-1) 

式中，ψ 为任一标量函数。标位ϕ满足齐次波动方程 ( )ρ = 0  

( )∇ + =2 2 0k ϕ   

在 Lorentz规范下      




=+⋅∇
=′′⋅∇
0
0

ωµεϕ
ϕωµε

jA
jAv

v
＋

，有 

                     ( )∇ + =2 2 0k ψ                                (7-2) 
所以，ψ 和ϕ满足相同的方程。如果我们选取 

 jωψ ϕ=                                   (7-3) 

则 ′ =ϕ 0。由 Lorentz规范得∇ ⋅ ′
v
A ＝0。 

    因此，在 Lorentz规范下，无源区域电磁场量可表示为 v v

v v
v

E j A
B A

A

＝－ ω ′

= ∇ × ′

∇ ⋅ ′ =







 0

                                (7-4) 

由此可见，场量
v
E和

v
B可由

v
′A 的三个分量确定，但

v
′A 的三个分量又满足∇ ⋅ ′

v
A ＝0，即

v
′A 只有

两个分量是独立的。因此，只要用
v

′A 的两个独立分量即可表示无源区域中电磁场量。 
     在 Coulomb规范下我们可以得到相同的结论。 

显然，用来表示无源区域电磁场量的两个独立标量函数可以采用不同的形式，可以是矢位
v
A的

两个分量，也可以是电 Hertz矢量的一个分量和磁 Hertz矢量的一个分量，在柱坐标系中，还可以是
纵向电场分量和纵向磁场分量。下面讨论在柱坐标系和球坐标系中如何用两个标量函数来表示无源

区域的电磁场量。 
 

一、柱坐标系中无源区域电磁场量的表示 
    采用 Hertz矢量。对于电 Hertz矢量，取

v
Π Πe ez= $，在 Lorentz规范下满足 

          ( )∇ − =2
2

2 0µε
∂
∂t eΠ                             (7-5) 

    由
v
Π e产生的电磁场为 










Π
×∇=

Π−Π⋅∇∇=Π×∇×∇=

t
zH

z
t

zE

e

eee

∂
∂

ε

∂
∂

µε

)ˆ(

)ˆ()ˆ( 2

2

v

vv

                 (7-6) 

 
 

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


===== 高等电磁场讲义 • 第 7讲 =============================== 华南理工大学电信学院 褚庆昕 ===== 

 7-2 

设∇ ∇ +＝ t z
z

∂
∂

$，其中∇ t表示∇的横向算子，则由(7-6)得 

v v
E

z
z

z
z z

t
z

z z t
z

t t e e

t
e e e

= ∇ + ∇ + ⋅ −

= ∇ + −

( $)[( $) ( $)] ( $)

( ) $

∂
∂

∂
∂

µε
∂
∂

∂
∂

∂
∂

µε
∂
∂

Π Π

Π Π Π

2

2

2

2

2

2   
 

v
H

z
z

z
t t

zt
e

t
e= ∇ + × = ∇ ×ε

∂
∂

∂
∂

ε
∂
∂

( $)
( $)

( $)
Π Π

 

即                         

















=

×
Π

∇=
Π

×∇=

Π
−

Π
=

Π
∇=

0

ˆ)ˆ(

2

2

2

2

z

e
t

e
tt

ee
z

e
tt

H

z
t

z
t

H

tz
E

z
E

∂
∂

ε
∂

∂
ε

∂
∂

µε
∂

∂
∂

∂

vv

v

                     

(7-7) 
可见，在无源区域沿纵向的电 Hertz矢量产生的场是 TM波。 
    对于磁 Hertz矢量，取

v
Π Πm mz= $。在 Lorentz规范下满足 

( )∇ − =2
2

2 0µε
∂
∂t mΠ                              (7-8) 

由
v
Π m产生的电磁场为 

v

v v

E
z

t

H z
t

z

m

m m m

＝－µ
∂

∂

µε
∂
∂

∇ ×

= ∇ × ∇ × = ∇∇ ⋅ −










( $)

( $) ( $)

Π

Π Π Π
2

2

                (7-9) 

即                        















Π
−

Π
=

Π
∇=

=

×
Π

∇−=
Π

×∇−=

2

2

2

2

0

ˆ)ˆ(

tz
H

z
H

E

z
t

z
t

E

mm
z

m
tt

z

m
t

m
tt

∂
∂

µε
∂

∂
∂

∂

∂
∂

µ
∂

∂
µ

v

v

                   (7-10) 

因此，在无源区域沿纵向的磁 Hertz矢量产生的场是 TE波。 
     对于沿 z方向传输的时谐波，与时间 t和坐标 z有关的因子为 e j t zω γ−

，式中 γ 为传输常数，则
(7-7)和(7-10)变为： 

TM波                   






=×=×Π∇=

Π+=Π∇−=

0ˆ1ˆ

)( 22

zt
TM

ett

ezett

HEzzjH

kEE

，

，
rv

v

η
ωε

γγ
                  (7-11) 

 

TE波                   




Π=Π+=Π∇−=
=×=×Π∇−=

mcmzmtt

ztTEmtt

kkHH
EzHzjE

22)(,
0,ˆˆ

γγ
ηωµv

vv
                  (7-12) 
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式中，η
γ
ωεTM j

＝ ，η
ωµ
γTE

j
＝ 分别为 TM波和 TE波的波阻抗。 

二、球坐标系中无源区域电磁场量的表示 
    在球坐标系( r, ,θ ϕ )中，由于三个相互正交的单位坐标矢量 $, $, $r θ ϕ并不是常矢，所以，当选取
电 Hertz矢量

v
Π e的某一球坐标系中的分量作为表示电磁场量的标量函数时，在 Lorentz规范下，该

分量不满足标量波动方程。例如，选取
v
Π Πe e r= $。在 Lorentz规范下，

v
Π e满足矢量波动方程 

( ) $∇ − =2
2

0µε
∂
∂t

reΠ                             (7-13) 

由于 $r不是常矢，所以∇ ≠ ∇2 2( $) $Π Πe er r ，而是 

)ˆˆ()ˆˆ(              
)ˆ()ˆ()ˆ(2

rrrr
rrr

eeee

eee

⋅∇Π+⋅Π∇∇+×∇Π+×Π∇×−∇=
Π⋅∇∇+Π×∇×−∇=Π∇  

利用矢量公式 
∇ × × = ∇ ⋅ − ∇ ⋅ + ⋅ ∇ − ⋅ ∇( ) ( ) ( )a b a b b a b a a bv v v v v v

 

   ∇ ⋅ = × ∇ × + × ∇ × + ⋅ ∇ + ⋅ ∇( ) ( ) ( )v v v v v v v v
a b a b b a b a a b  

 
 

以及 ∇ × =$r 0，∇ ⋅ =$r
r
2
，有 

∇ = ∇Π ∇⋅ − ∇⋅∇Π + ⋅∇ ∇Π − ∇Π ⋅∇
− ∇Π × ∇ × − ∇ × ∇Π − ⋅∇ ∇Π
− ∇Π ⋅∇ − ∇Π ∇⋅ − ∇ ∇⋅

= − ∇ − ∇Π ⋅∇ +

2

2
22

2

( $) $ $ ( $ ) ( ) $
$ $ ( ) ( $ )

( ) $ $ ( $)

$ ( ) $ $

Π

Π

Π
Π

e e e e e

e e e

e e e

e e
e

r r r r r
r r r

r r r

r r
r

r

                 
                 

              

 

将上式代入(7-13)，我们可以看出Π e不满足标量齐次波动方程 

( )∇ − =2
2

0µε
∂
∂t eΠ                              (7-14) 

这给Π e的计算带来不便。为此，我们舍去 Lorentz条件，于是
v
Π e并不一定满足矢量波动方程(7-13)。 

仍设 

     
v v

H
t e= ∇ ×ε

∂
∂

Π                               (7-15) 

由∇ ×
v

v
H

E
t

＝ε
∂
∂
得                   

v v
E e= ∇ × ∇ × Π                               (7-16) 

仍选取Π Πe e r＝ $，则由(7-16)，得 
v
E r

r r
r

e

e e

e

= ∇ × ∇ ×
= ∇ × ∇Π × + ∇ ×
= ∇ × ∇Π ×

( $)
( $ $)
( $)

Π
Π   

   
 

因为       

θ
∂ϕ

∂
θ

ϕ
∂θ

∂

ϕ
∂ϕ

∂
θ

θ
∂θ

∂
∂

∂

ˆ
sin
1ˆ1

ˆ)ˆ
sin
1ˆ1ˆ(ˆ

ee

eee
e

rr

r
rr

r
r

r

Π
+

Π
−=

×
Π

+
Π

+
Π

=×Π∇
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所以 

                    

v
E r

r

r r r

r

r
r

r r r

e

e e

e e

e e

= ∇ × ∇Π ×

=

−

= − +

+ +

( $)

sin

$ $ sin $

sin

sin
[ (sin )

sin
]$

$
sin

  

                                    

                               

  0          
1

sin
      

 

    

1

1 1

1 1

2

2

2

2

2 2

θ

θ θϕ
∂
∂

∂
∂θ

∂
∂ϕ

θ
∂
∂ϕ

θ
∂
∂θ

θ
∂

∂θ
θ

∂
∂θ θ

∂
∂ϕ

∂
∂ ∂θ

θ
θ

∂
∂

Π Π

Π Π

Π Π
r∂ϕ

ϕ$

                (7-17) 

 

另一方面，由∇ × = −
v

v
E

H
t

µ
∂
∂
得∇ × + =( )

v
v

E
t

eµε
∂
∂

2

2 0
Π

 

即                              
v

v
E

t
e+ = ∇µε

∂
∂

φ
2

2

Π
－                             (7-18) 

式中，φ为任一标量函数。在球坐标下，取Π Πe er＝ $时(7-18)为 

       ϕ
ϕ

∂φ
θ

θ
θ

∂φ
∂
∂φ

∂
∂

µε ˆ
sin
1ˆ1 ˆ)(

2

2

∂
−

∂
−+

Π
−=

rr
r

rt
E e
v

                (7-19) 

比较(7-17)，(7-19)可知 

φ
∂
∂

= −
Π e

r
                                 (7-20) 

∂
∂ θ

∂
∂θ

θ
∂
∂θ θ

∂
∂ϕ

µε
∂
∂

2

2 2

2

2

2

2

1 1
0

Π Π Π Πe e e e

r r t
+ + − =

sin
[ (sin )

sin
]  

(7-21) 
（7-20）就是新的规范条件。 
 
    在球坐标中标量波动方程为 

1 1 1
02

2
2

2

2

2

2r r
r

r r t
e e e e∂

∂
∂
∂ θ

∂
∂θ

θ
∂
∂θ θ

∂
∂ϕ

µε
∂
∂

( )
sin

[ (sin )
sin

]
Π Π Π Π

+ + − =      (7-22) 

所以Π e所满足的(7-21)仍然不是标量波动方程(7-22)。 

如果我们令                            
 Π e rP=                                   (7-23) 

代入(7-21)，便可发现 P满足标量波动方程， 

( )∇ =2
2

2 0－µε
∂
∂t

P                              (7-24) 

     这样以来，利用(7-23)和(7-24)所定义的标量函数 P，由(7-16)和(7-15)可将球坐标系中无源区
域的电磁场量表示为 
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v v r
r v

E rP
rP rP

e= ∇ × ∇ × = ∇ × ∇ ×
= ∇ ∇ ⋅ − ∇⋅ ∇

Π ( )
[ ( )] [ ( )]  

                        (7-25) 

利用矢量恒等式 ∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ∇ ⋅( )fa f a f av v v
，上式右边第一项变为 

∇ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ = ∇ +

= ∇ + ∇

[ ] [ ]

( )

P r P r r
P
r

P

P
r

rP

v v ∂
∂

∂
∂

3

2                          
                      (7-26) 

利用张量恒等式∇ = ∇ + ∇( )fa fa f av v v
和∇ ⋅ = ∇ ⋅ + ⋅ ∇( ) ( )vv v v v v

ab a b a b，(7-25)的第二项变为 
∇ ⋅ ∇ = ∇ ⋅ ∇ + ∇

= ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇ + ∇ ⋅∇
[ ( )] [( ) ]

( )

v v v
v v v v

rP P r P r
P r P r P r P r                 

 

又根据∇ =vr I ，则 
∇ ⋅ ∇ = ∇ + ∇[ ( )]v vrP rP P2 2                           (7-27) 

于是，有(7-26)，(7-27)以及(7-24)，得 
v v vE

t
rP

r
rP= − + ∇µε

∂
∂

∂
∂

2

2 ( ) ( )                         (7-28) 

磁场表示式为 
v v v

v

H
t t

rP

t
P r

e= ∇ × = ∇ ×

= ∇ ×

ε
∂
∂

ε
∂
∂

ε
∂
∂

Π ( )

( )    
                       (7-29) 

由(7-28)和(7-29)可以看出， Er ≠ 0，H r = 0，即为沿 r方向的横磁波(TM波)。 

    对于球坐标系的磁 Hertz矢量
v
Π m，仍设

v
Π m只有 r方向分量，即

v
Π Πm mr= $。为了在球坐标系

中用一个满足标量方程的标量函数来表示电磁场量，与处理电 Hertz 矢量的情形完全一样，也需要
对磁 Hertz矢量做一些修正。设 

v
v

E
t

m= − ∇ ×µ
∂

∂
Π

                              (7-30) 

由∇ × = −
v

v
E

H
t

µ
∂
∂
可得 

v v
H m= ∇ × ∇ × Π                                (7-31) 

另一方面，由∇ ×
v

v
H

E
t

＝ε
∂
∂
可得∇ × + =( )

v
v

H
t

mµε
∂

∂

2

2 0
Π

 

即                              
v

v
H

t
m= − − ∇ ′µε

∂
∂

φ
2

2

Π
                           (7-32) 

式中， ′φ 为任一标量函数。设
v
Π Πm mr= $，类似于电 Hertz矢量的分析，由(7-31)和(7-32)可得 

′ = −φ
∂
∂
Πm

r
                                 (7-33) 

同样选取                             Π m rQ=                                   (7-34) 

则标量函数Q满足                ( )∇ − =2
2

2 0µε
∂
∂t

Q                              (7-35) 

这样，利用 Q可以将球坐标系中无源区域的电磁场量表示为 
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v v

v v

E
t

r Q

H
t

rQ
r

rQ

＝µ
∂
∂

µε
∂

∂
∂
∂

( )

( ) ( )

× ∇

= − + ∇








 2

                        (7-36) 

可以看出， Er = 0， H r ≠ 0，所以上式表示的电磁场为球坐标系中沿 r方向的横电波(TE波)。 

    将上面求得的 TM波和 TE波相叠加，即可得到球坐标系中用标量函数 P和 Q表示的无源区域
的电磁场量表示式 

















∇+−×∇=

×∇×∇+×∇=

∇×−∇+−=

×∇−×∇×∇=

)()()(  

)()(

)()()(  

)()(

2

2

2

2

rQ
r

Qr
t

Qr
t

QrPr
t

H

Qr
t

rP
r

Pr
t

Qr
t

PrE

∂
∂

∂
∂

µε
∂
∂

ε

∂
∂

ε

∂
∂

µ
∂
∂

∂
∂

µε

∂
∂

µ

vv

vvv

vv

vvv

                  (7-37) 

式中，标量函数 P和Q称为 Debye位函数，它们满足标量波动方程(7-24)和(7-35) 

 
 
 
 
 
 
 

习题 7 

7-1 试证明：在 Coulomb规范下，无源区域中的电磁场量
v
E、

v
B可用两个函数表示。 

 
    7-2  试导出在柱坐标系中无源区域的电磁场量

v
E ,

v
H用纵向分量 Ez和H z表示的表示式。 
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第 8讲   唯一性定理 
     

    电磁场 Maxwell方程是偏微分方程，描述了电磁场的一般特性。对于具体的有限区域电磁场问

题，需加上边界条件和初始条件，才能得到具体问题的特解。这就构成所谓的“初值问题”和“边

值问题”。 

本讲要解决的问题是在怎样的条件下初值问题和边值问题具有唯一解？ 

 
图 8-1边值问题 

 
8.1 Maxwell方程的唯一性定理 
 
8.1.1时域唯一性定理 

    [定理 8-1] 对于图 8-1的边值问题，如果区域 v内的源已知，并且 
1） t = 0时 v内所有场已知（初始条件）； 

2） t ≥ 0时包围 v的闭合曲面 s上切向电场 $ $n E× 或切向磁场 $ $n H× 已知（边界条件）； 
    则 t > 0时 v内的场唯一确定。 

[证]  设 v中的电流源 J
r
产生两组场

v v
E H1 1, 和

v v
E H2 2, ，满足 

2,1        =










−=×∇

++=×∇
j

t
H

E

t
E

EJH

j
j

j
jj

∂

∂
µ

∂

∂
εσ

v
v

v
vrv

   （8-1） 

 
 

    考虑差场δ
v v v
E E E= −1 2，δ

v v v
H H H= −1 2，由于两组解产生于同一组源，故差场满足无源方程 










−=×∇

+=×∇

t
HE

t
EEH

∂
∂δ

µδ

∂
∂δ

εσδδ
vv

vvv

                 （8-2） 

对差场应用 Poynting定理  

  ∫∫∫ ⋅×−=++
svv

dsnHEdvEdvEH
t

ˆ)()(
2
1 22 vvvvv

δδδσδεδµ
∂
∂

   （8-3） 

因为     ( ) $ ( $ ) ( $ )δ δ δ δ δ δ
v v v v v v
E H n E n H H n E× ⋅ = − ⋅ × = ⋅ ×  

所以, 只要满足定理 8-1中 s面上的边界条件 2)，则 
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( ) $δ δ
v v
E H nds

s

× ⋅ =∫ 0  

于是      
1
2

0
2 2 2∂

∂
µ δ ε δ σ δ

t
H E dv E dv

v v

( )
v v v

+ = − ≤∫ ∫      （8-4） 

 
 
由定理 8-1中初始条件 1)，有                         

                 ( )µ δ ε δ
v v
H E dv

v
t

2 2
0 0+ =∫ =  

故 t ≥ 0时         ( )µ σ ε δ
v v

H E dv
v

+ ≤∫
2

0  

即                  µ δ ε δ
v v

H E
2 2

0+ ≤  

另一方面, 由于µ >0， ε >0， δE 2 0≥ , δH 2 0≥ ,故 

µ δ ε δ
v v
H E

2 2
0+ ≥  

最终                 δ δ
v v
E H= =0 0,  

即                  
v v
E E1 2= ，

r r
H H1 2=  

     
唯一性定理告诉我们，区域 v中的电磁场是由 v中的源、初始时刻的电磁场以及任意时刻边界

上的切向电场或切向磁场唯一决定的。 
 
 

8.1.2 有耗媒质中频域唯一性定理 
    [定理 8-2] 在频域，如果有耗媒质区域ν中的源以及边界 s上的切向电场或切向磁场已知，则ν
中的电磁场唯一确定。 
    证明：差场满足 

∇ × = −

∇ × =







δ ωµδ

δ ωεδ

v v
v v

E j H
H j E

               （8-5） 

其中，µ µ µ= ′ − ′′j ， ε ε ε= ′ − ′′j 。应用频域 Poynting定理 

0)(ˆ)(
2*2* =−+⋅× ∫∫ dvEHjdsnHE

vs

rvvv
δεδµωδδ              

边界条件使得        ( ) $*δ δ
v v
E H nds

s

× ⋅ =∫ 0  

于是              ( )′ − ′ =∫ µ δ ε δ
v v

H E dv
v

2 2
0                 （8-6） 

( )′′ + ′′ =∫ µ δ ε δ
v v

H E dv
v

2 2
0               （8-7） 

 
 

    对于有耗媒质， ′′ >µ 0， ′′ >ε 0 , 于是，δ
v
E = 0，δ

v
H = 0。 

在上面的证明中，如果媒质无耗即 ′′ = ′′ =µ ε 0，则唯一性定理的证明不能成立。 

Harrington认为“在此情况下要获得唯一性，须将无耗媒质中的场作为有耗媒质中的耗散趋于
0时相应场的极限”（参见 R.F. Harrington,《正弦电磁场》）。但是这种观点是不妥的，在极限情
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况下成立，但在极限点未必成立。 
    根据上面的推导，当 ′′ = ′′ =ε µ 0时只有（8-6）成立，所以有两种可能：（1）δ δ

v v
E H= =0 0, ，

（2） ε δ µ δ
v v
E H

2 2
=  

对于满足切向场边界条件的差场而言，无耗媒质区域 v相当于一个电磁谐振腔（导体空腔、磁
体空腔、或部分导体边界和部分磁体边界的空腔）。第（2）种情况恰好相当于该谐振腔谐振。所
以，在无耗区域 v处于非谐振状态时，上述唯一性定理仍成立。但对于谐振状态，上述唯一性定理
则不成立。为此我们需要寻找无耗区域谐振状态时的唯一性定理。 

 
 
8.1.3 无耗区域频域唯一性定理 

     
    考虑差场的 Foster定理（R.E. Collin, 《微波工程基础》） 
    根据（8-5），有 

∇ × = +
∂δ
∂ω

ωµ
∂δ

∂ω
δ

∂ ωµ
∂ω

r r
rE

j
H

j H
* *

* ( )
         （8-8） 

∇ × = − −
∂δ
∂ω

ωε
∂δ
∂ω

δ
∂ ωε

∂ω

r r
rH

j
E

j E
* *

* ( )
         （8-9） 

由于是无耗区域，故µ ε,  均为实数。计及 
* *

* * * *

( )

( ) +( )

H EE H

H H E EE E H H

∂δ ∂δ
δ δ

∂ω ∂ω
∂δ ∂δ ∂δ ∂δ

δ δ δ δ
∂ω ∂ω ∂ω ∂ω

∇⋅ × + ×

= ∇× ⋅ − ⋅∇× ∇× ⋅ − ⋅∇×

r rr r

r r r rr r r r
   （8-10） 

 
 

将（8-5）、（8-8）和（8-9）代入上式， 得 

( ( ( (
* * 2 2( ) ( )( ) [ ]H EE H j E H∂δ ∂δ ∂ ωε ∂ ωµ

δ δ δ δ
∂ω ∂ω ∂ω ∂ω

∇⋅ × + × = +
r rr r r r

       （8-11） 

其积分形式为 

( ( ( (
* * 2 2( ) ( )ˆ( ) [ ]

s v

H EE H nds j E H dv∂δ ∂δ ∂ ωε ∂ ωµ
δ δ δ δ

∂ω ∂ω ∂ω ∂ω
× + × ⋅ = +∫ ∫

r rr r r r
Ñ      （8-12） 

根据 R.E. Collin, 《微波工程基础》， 

w E

w H

e

m

= ≥ >

= ≥ >

1
4

0 0

1
4

0 0

2

2

r

r

∂ ωε
∂ω

∂ ωε
∂ω

∂ ωµ
∂ω

∂ ωµ
∂ω

( )
,

( )

( )
,

( )

     

    

且

且

        （8-13） 

 
 
    [定理 8-3] 当无耗区域 v中的源给定后，在边界 s上只有满足下列条件之一，场才是唯一确定
的。 

(1)                       






=

=

0

0

H

E
r
r

δ

δ
                     （8-14） 
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(2)                     








=

=

0

0

∂ω
∂

δ

δ

E
E

v
r

                    （8-15） 

(3)                      








=

=

0

0

H

H

r

r

δ
∂ω
∂

δ
                     （8-16） 

(4)                      










=

=

0

0

∂ω
∂

δ

∂ω
∂

δ

H

E

r

r

                    （8-17） 

 
8.1.4 无限区域的处理 

     

    上述唯一性定理的证明只考虑了有限区域。对于无限区域，可处理为一个半径为无限大的球体。

假设源分布在有限区域内。于是，对于无限远的球面来说，任何有限区域内的源都可看成是点源。

这样，在无限远的球面上场按 1
2r 衰减为 0（球面波），即在无限远球面上 $ , $n E n H× = × =

r r
0 0，

所以，无限大区域中的场是由源唯一确定的。 
 
 

8.2 标量波动方程的唯一性定理 
     

[定理 8-4] 对于波动方程   
                 ( ) puk −=+∇ 22                  （8-18） 

如果区域 v中的源 p给定以及 

（1） 边界 s上的u给定; 
      （第一类边值问题，或称 Dirichelet 问题）； 

（2） 或边界 s上的
n
u

∂
∂
给定； 

      （第二类边值问题，或称 Neumann 问题）； 

（3） 或边界 s上一部分的u给定，另一部分的
n
u

∂
∂
给定； 

     （第三类边值问题，或称混合问题）； 
则区域 v中u唯一确定。 
 
 
 

[证] 设同一源产生两组解 1u 和 2u 均满足（8-18）。 
考虑差值函数 21 uuu −=δ ，满足 

( ) 022 =+∇ uk δ                 （8-19） 

应用 Green第一恒等式 
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∫∫ ⋅∇=∇⋅∇−∇
sv

dsndv ˆ)( 2 φϕφϕφϕ        （8-20） 

上式中令 uδϕ = ， uδφ = ，则有 

( ) ( )[ ] ∫∫ ∂
∂

=∇+−
sv

ds
n
uudvuuk δ

δδδ 22        （8-21） 

可见，只要满足定理 8-4中三个条件中的任何一条，都有 0=uδ ，即 21 uu = ，u被唯一确定。 

 
唯一性定理在电磁场理论中占有重要的地位，其重要性在于 
 
（1） 它告诉我们为了获得电磁场解应需要什么条件； 
 
（2） 在求解过程中，不论采用什么方法，一旦求出一个解，就可以放心地知道这就是唯一解； 

 

（3） 以唯一性定理为基础可以导出许多有用的定理和方法。  

 

（4） 但唯一性条件只是充分条件。 

 

 

 

 

习题 8 

8-1  试证明图 8-2所示的有耗多媒质区域的频域电磁场唯一性定理：如果 

（1） 区域内的源已知； 

（2） 区域外边界上切向电场或切向磁场已知； 

（3） 区域内媒质交界面上切向电场和切向磁场连续， 

则区域内电磁场唯一确定。 

 

图 8-2多媒质区域 

8-2  试 讨 论 Poisson 方 程 ερϕ −=∇ 2 解 的 唯 一 性 问 题 。                                                      

♦♦ 
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第 9讲  广义 Maxwell方程和互易定理 

 
9.1  广义 Maxwell方程 
     

     Maxwell 方程有一个缺陷就是不对称，既不存在磁荷。一些完美主义者认为世界是对称的,所

以 Maxwell方程也应该是对称的。多少年来寻找磁荷的工作从未间断过，但一直未确切地发现。不

过在数学形式上，引入磁流和磁荷,使 Maxwell对称，可以简化分析和计算。 

 

 

    引入假想的磁荷密度 ρm和磁流密度
r

M以后，频域的 Maxwell方程有如下的对称形式： 

∇ × = +
v v v
H j D Jω                   （9-1） 

∇ × = − −
v v v
E j B Mω                  （9-2） 

mB ρ=⋅∇
v

                        （9-3） 

ρ=⋅∇ D
v

                       （9-4） 

称之为广义 Maxwell方程。对于电流连续性方程 

∇ ⋅ + =
v
J jωρ 0                     （9-5） 

磁流连续性方程为       ∇ ⋅ + =
r

M j mωρ 0              （9-6） 

     广义边界条件为 
$ ( )n H H J s× − =

v r v
1 2                  （9-7） 

$ ( )n E E M s× − = −
v r r

1 2                （9-8） 

$ ( )n B B ms⋅ − =
v r

1 2 ρ                     （9-9） 

$ ( )n D D s⋅ − =
v r

1 2 ρ                    （9-10） 

 
 

    对于理想导体壁（电壁），
v
E2 0= ,

v
H 2 0= ,

v
M s = 0 , ρms = 0，则  

     $n H Js× =
v v

       （9-11） 

$n E× =
v

0       （9-12） 

$n B⋅ =
v

0        （9-13） 

$n D s⋅ =
v

ρ        （9-14） 

 

    对于理想磁体壁（磁壁）， 
v
E2 0= ,

v
H2 0= ,

v
Js =0, ρs = 0，则 

$ $n H× = 0                    （9-15） 

$n E M s× = −
v v

                  （9-16） 

msBn ρ=⋅
v

ˆ                   （9-17） 

0ˆ =⋅ Dn
r

                     （9-18） 
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9.2  对偶原理  

     

    从上述方程中可以看出广义 Maxwell方程及边界条件存在如下的对称性 

HE
vv

−⇔                      （9-19） 

BD
vv

⇔                      （9-20） 

MJ
vv

⇔                      （9-21） 

mρρ ⇔                      （9-22） 

电壁⇔磁壁                     （9-23） 

ε µ⇔ −                        （9-24） 

这种对称性称为对偶原理，也称二重性原理。利用对偶原理可以由一类问题的解，经过对偶变换，

得到另一类问题的解。既可以帮助记忆，也可以简化计算。 

 

 

常用的有如下两类： 

（1） 电流源问题与磁流源问题 

场源只有电荷和电流时称为电流源问题；场源只有磁荷和磁流时称为磁流源问题。利用对偶关

系可以直接从一种问题的场表示式得到另一种问题的场表示式。 

 

 
图 9-1 (a) 电流元 (b) 磁流元 (c) 小圆电流环 

 

 

 

 

 

[例 9-1]已知自由空间电偶极子（电流元 Il）（如图 9-1a所示）在远区产生的辐射为： 

E
j IL

r
e jkr

θ

ωµ
π

θ= −0

4
sin  

H
jkIl

r
e jkr

ϕ π
θ= −

4
sin  

根据对偶原理，可得自由空间磁偶极子（磁流元 Kl）（如图 9-1b所示）在远区产生的辐射场 

H
j Kl

r
e jkr

θ

ωε
π

θ= −

4
sin  

E
jkKl

r
e jkr

ϕ π
θ= − −

4
sin  

 

 
    我们知道小圆环电流（图 9-1c）在远区产生的场为 
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H
k IS

r
e jkr

θ π
θ= − −

2

4
sin  

E
kIS
r

e jkr
ϕ

ωµ
π

θ= −

4
sin  

式中， I S, 分别为环的电流和面积。比较可知小圆环电流可以等效为磁偶极子，其磁流元

Kl j IS= ωµ 。所以，虽然世上尚未发现真实的磁流和磁荷，但在等效意义上是可以建立磁荷和磁

流的。 

     

    应当注意的是，应用对偶原理时不仅要求方程具有对偶性，而且要求边界条件也具有对偶性。

例如图 9-2所示的问题，当电流元变换成磁流元时，电壁也要变换为磁壁。 

 

 

 

 

 
图 9-2 对偶原理的应用 

 

 

 

 

（2） 无源区域中电场表达式与磁场表达式 

    在无源区域，电场与磁场如果边界条件数学形式相同，则内部场成对偶关系。 

[例 9-2]  考虑图 9-3所示的矩形波导。我们知道电场和磁场均满足相同形式的波动方程。 

    电场分量 E y满足边界条件 

E
E
yy x a

y
y b= == =

0 00 0
, ,,

∂

∂
 

    磁场分量H x满足边界条件 

H
H
yx x a

x
y b= == =0 00 0, ,,

∂
∂

 

    电场分量Ex满足边界条件 

∂
∂
E
x

x

x a=

=
0

0
,

   Ex y b=
=

0
0

,
 

 

 
磁场分量H y满足边界条件 
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∂

∂

H
x

y
x a= =0 0,    H y y b= =0 0,  

所以 Ex与H y，E y与 H x成对偶关系。如 TEmn模 

E E
m
a

x
n
b

yey y
j z= −

0 sin cos
π π β  

则由对偶关系得 H H
m
a

x
n
b

yex x
j z= −

0 sin cos
π π β  

 
图 9-3  矩形波导 

 

 
9.3  Lorenty互易原理 

    互易原理反映了源与场之间的对称性。 

    设电流源
v
J1产生电磁场

v
E1和

v
H1，

v
J 2产生

v
E2和

v
H 2。对于一般媒质，Maxwell方程为 

J1源：             ∇ × = +
v v v

H J j E1 1 1ωε         （9-25） 

    ∇ × = − ⋅
v v
E j H1 1ω µ         （9-26） 

J 2源：            ∇ × = + ⋅
v v v

H J j E2 2 2ωε        （9-27） 

  ∇ × = − ⋅
v v
E j H2 2ϖ µ         （9-28） 

式中，ε ， µ分别为媒质的张量介电常数和张量磁导率。 

    根据矢量公式，∇ ⋅ × = ⋅ ∇ × − ⋅ ∇ ×( )v v v v v r
a b b a a b，有 

1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )E H E H H E E H H E E H∇ ⋅ × − × = ⋅ ∇ × − ⋅ ∇ × − ∇ × + ⋅ ∇ ×
r r r rv v v v v v v v

 

将（9-25）,（9-26）代入，得 

        

1 2 2 1

2 1 1 2 1 2

1 2 2 1 2 1

( )E H E H

j H H E J j E E

j H H E J j E E

ω µ ω ε

ω µ ω ε

∇ ⋅ × − ×

= − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅

r v v v

rv v v v v

v v v v v v
         （9-29） 

如果媒质互易，即 ε ε=
T
， µ µ=

T
，则 

v v v v v v v v

v v v v
H H H H H H H H

E E E E

T

2 1 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

µ µ µ µ

ε ε

( )
 

代入（9-29），可得互易定理的微分形式 

21121221 )( JEJEHEHE
vvvvvrvv

⋅−⋅=×−×⋅∇        （9-30） 

其积分形式为   

         ( ) ( )
v v v v r v v v v
E H E H ds E J E J dv

vs
1 2 2 1 2 1 1 2× − × ⋅ = ⋅ − ⋅∫∫           （9-31） 
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l 如果 V内无源，则 ( )
v v v v rE H E H ds

s
1 2 2 1 0× − × ⋅ =∫  

l s为理想导体表面时，面 s上 $ $n E n E× = × =
r v

1 2 0，则 

( )
v v v v rE H E H ds

s
1 2 2 1 0× − × ⋅ =∫  

l 当 s → ∞为无限大球面时，面 s上 
v v
E n H= − ×η0 $ ，则 

0)()( 122101221 =⋅−⋅−=⋅×−× ∫∫ dsEEEEsdHEHE
ss

vvvvrrrrr
η  

l 当 s 为 阻 抗 边 界 Zm 时 ， 在 s 上  $ $ ( $ )n E n n H Zm× = − × ×
v v

, 则    

[ ] [ ]{ }
{ }

( ) $ ( $ ) ( $ )

$ ( ) $ ( $ )

( $ ) ( $ ) ( $ ) ( $ )

v v v v v v v v

v v r v v

v v v r

E H E H n n E H n E H

Z n n H H n n H H

Z n H n H n H n H

m

m

× − × ⋅ = × ⋅ − × ⋅

= − × × ⋅ − × × ⋅

= × ⋅ × − × ⋅ × =

2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1

2 1 1 2 0

 

故                ( )
v v v v rE H E H ds

s
1 2 2 1 0× − × ⋅ =∫  

 
 
总之对于上述情况，有 

                  ( )
v r r r
E J E J dv

v
2 1 1 2 0⋅ − =∫             （9-32） 

上式中的积分一般不代表功率，因为无共轭关系出现，所以称为反应。定义
v
E2与

v
J1的反应为 

r v r r
E J E J dv

v
2 1 2 1⋅ = ⋅∫               （9-33） 

则互易定理（9-32）可写成   
                   

r v v v
E J E J2 1 1 2⋅ = ⋅                （9-34） 

它反映
v
E2与

v
J1的作用等于

r
E1与

r
J 2的作用。 

    为 了 更 好 地 理 解 互 易 定 理 ， 考 虑 电 路 情 况 。 这 时 dv dsdl= ， 于 是                 

∫∫∫ =⋅=⋅
lvv

VIdlEdsJdvEJ 212121

rvvr
 

v v
J E dv I V

v
2 1 2 1∫ ⋅ =  

 
 

则                      I V I V1 2 2 1=  

 
这正是电路中的互易定理。如果 I I I1 2= = ，则V V V1 2= = ，即端口 1 处的电流源 I 在端口 2 处

产生的电压等于把电流源 I 加在端口 2处时在端口 1处产生的电压。如图 9-4所示。 
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图 9-4 电路互易定理 

 
 
 

如果空间中只包含两个单位点源
v v r vJ J r r1 10 1= −δ ( )和

v v v vJ J r r2 20 2= −δ ( )，则互易定理变为 
v r v v r rJ E r J E r10 2 1 20 1 2⋅ = ⋅( ) ( )  

上式表明，位于
rr1处的点源

r
J1在

rr2处产生的电场
r rE r1 2( )沿

r
J 2方向的分量等于位于

rr2处的点源
r
J 2在

rr1处产生的电场
r rE r2 1( )沿

r
J1方向的分量。这个重要的结论通常称为场的互易定理。 

 
    [例 9-2]  证明无限靠近理想导体表面的面电流不产生电磁场。 
    证：设有一理想导体，在无限靠近该导体的表面上有面电流

r
J s，在空间有一任意电流源

r
J 2，

r
J s

在空间各处产生的电磁场为
r r
E H1 1,  ，

r
J 2在空间各处产生的电磁场为

r r
E H2 2,  ，如图 9-5所示。根据

互易原理，有     ( ) ( )
v v v v
J E dv J E dvs

v v

⋅ = ⋅∫ ∫2 2 1  

 
 

由于在理想导体表面电场只有法向分量，而
r
J s为切向电流，故

v v
J Es ⋅ =2 0。于是 

v r
J E dv

v
2 1 0∫ ⋅ =  

又由于
r
J 2任意，所以

v
E1 0= 。                                                        

根据同样的道理，可以证明无限靠近理想磁体表面的面磁流不产生电磁场。 

 
图 9-5 无限靠近理想导体表面的面电流不产生电磁场 

 

 

 
    [例 9-3]  研究一般弯曲天线的远区辐射特性 
    解：考虑无限大空间中一弯曲天线，如图 9-6所示。设弯曲天线上的电流为 Ia，产生的场为

v
E a。

在远区放置一 $u方向极化的电偶极子 I lr0 ，产生的场为
v
E b
。根据互易定理 

v v v
E I dl E I udlb

l
a

a

lw r

∫ ∫⋅ = ⋅ 0 $  
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即       
v v v
E uI l E I dla

r
b

a
lw

⋅ = ⋅∫$ ;0    
v v v
E u

I l
E I dla

r

b
a

lw

⋅ = ⋅∫$ 1

0

 

因为
v
E b
为电偶极子 I lr0 在远区产生的场， 

v
E

j I l
r

eb r jkr= − −ω
π

θ θ0

4
sin $  

于是            
v v
E u

j
r

I e dla
a

jkr

lw

⋅ = − ⋅ −∫$ sin $ωµ
π

θ
θ

4
 

 
 
 

由于在远区，在 lw内
sinθ

r
近似不变，所以 

v v
E u

j
r

I e dla
a

jkr

lw

⋅ = − ⋅ −∫$ sin $ωµ
π

θ
θ

4
 

 
图 9-6  弯曲天线 

 
 

 

习题 9 

 

9-1： 证明：如果源
v
J1和

v
J 2均在体积 v内，则互易定理为 

[ ]( ) ( ) $
r r v r
E H E H nds

s
1 2 2 1 0× − × ⋅ =∫  

9-2： 证明无限靠近理想磁体表面的面磁流不产生电磁场。 
   

 

 

 

 

                                                                        ♦♦ 
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第 10讲    等效原理与感应定理  

 
10.1 等效原理 

 
电磁场问题的解是由方程和边界条件决定的。也就是说，如果保持区域中的源分布、媒质分布

以及区域边界上的边界条件不变，则场分布不变。这些便是电磁场等效原理的基础。 
 
唯一性定理告诉我们，只要知道了所规定区域 v中的源、媒质及包围该区域的闭合曲面 s上的

切向电场或切向磁场则该区域中的场唯一确定。这里并未提及区域 v外的源和媒质的分布情况。事
实上，区域 v外的源对区域 v内的场的贡献已包含在曲面 s上的切向电场或切向磁场中。区域 v外
不同分布的源只要在闭合曲面 s上产生相同的切向场，在区域 v内产生的场也相同。 

 
 
等效的概念是这样表述的：在区域 v外具有不同源分布和媒质分布，而在区域 v内源分布和媒

质分布相同的一些电磁场问题如果在区域 v内具有相同的场分布，则对区域 v内而言这些电磁场问
题是等效的。 

考虑如图 10-1(a) 所示的场问题。 

          (a)                    (b) 
图 10-1  等效原理  (a) 原问题  (b) 等效问题 

     
 
曲面 s将区域分成两部分 v1和 v2。原问题在 s上满足 

$ ( )
$ ( )

n H H

n E E
a a

a a

× − =

× − =







r r

r v
0

0
            （10-1） 

即在 s上不存在源。将（10-1）写为 
v v r

v r r
n H n H

n E n E
a a

a a

× = ×

× = ×







$
$

             （10-2） 

虽然在数学上（10-2）只是（10-1）变化而来的恒等式，似乎很无聊，但反映的物理内含是不
同的。（10-1）表示的是区域 v1和 v2的交界面边界条件，而（10-2）表示的是包围区域 v1或 v2的

闭合曲面的切向场边界条件。 
   如果人为地令区域 v1中场为

v
Eb、

v
H b，而 v2中源、媒质和场分布保持不变，如图 10-1(b) 所示。

设在曲面 s上 

sM
r

1J
r

 
aa HE

rr
,  

2v  
1M

r
 

2J
r

 

n̂  

2M
r

 

s
 

1v  

aa HE
rr

,  

bb HE
rr

,  

2v  

sJ
r
r

n̂  

2M
r

 

s
 

1v  

aa HE
rr

,  2J
r
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$ ( )
$ ( )

n H H J

n E E M
a b s

a b s

× − =

× − = −







v v v
r r r             （10-3） 

式中，
v
J s和

v
M s分别表示在曲面 s上区域 v1和 v2中的切向磁场和电场的差值。 

根据两区域交界面的边界条件可知，
v
J s和

v
M s就是在曲面 s上的面电流源和面磁流源。所以，

为了支持如图 10-1(b) 所示的场分布，在 s面上应人为地加上面电流源
v
J s和面磁流源

v
M s : 

v v v
r r r

J n H H

M n E E
s a b

s a b

= × −

= − × −







$ ( )
$ ( )

           （10-4） 

实际上，
v
J s和

v
M s的作用是，它们在 v2中产生的场恰好抵消了 v1中的变化对 v2中场的影响，使 v2

中的场保持不变。 
 
    如果把 s面看成包围 v2的闭合曲面，则由（10-3）和（10-4）得 s面上的切向场满足 

$ $ $n H J n H n Ha s b a× = + × = ×
v v v v

      （10-5） 

$ $ $n E M n E n Ea s b a× = − + × = ×
r v r v

     （10-6） 
与（10-2）相同。所以对于区域 v2来说，图 10-1(b)与图 10-1(a)的问题等效。 

注意，在上述讨论中并未涉及 v1中源和媒质分布，即它们可以随意设定，这对分析是很有好

处的。下面讨论几种常用的特殊情况下的等效原理。 
 
l Love场等效原理 
    令图 10-1(b)中区域 v1中的场为零场，则 s面上的等效面流为 

r r

r v
J n H

M n E
s a

s a

= ×

= − ×







$

$
            （10-7） 

    情况 1：设 v1中媒质分布与 v2中相同，即 ε2、µ2 , 则等效问题就是自由空间中均匀填充 ε2、µ2

的源辐射问题。 
    情况 2：设 v1中填充理想导体。注意 s面即不属于 v1也不属于 v 2，而是无限靠近两区域。所

以这时
v
J s和

v
M s是无限靠近理想导体。根据互易定理，这时

v
J s是不产生电磁场的。所以这时 s面上

起作用的只有面磁流
v

M s。 

    情况 3：设 v1中填充理想磁体。这时面磁流
v

M s不产生场，起作用的只有面电流
v
J s。 

情况 2和 3也印证了电磁场唯一性定理，只需切向电场或切向磁场之一就可以唯一确定场。 
 

l 多区域等效原理 
下面介绍更一般的等效原理，多个区域等效于多个原有问题。为方便起见，不失一般性，这里

只考虑双区域等效原理。 

             (a)                  (b) 
 

aa HE
rr

,

2v

n̂

s

1v

aa HE
rr

,

bb HE
rr

,

2v

n̂

s

1v

bb HE
rr

,
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如图（10-2a）、（10-2b）分别表示两个电磁场原问题 a和 b。现在建立一个等效问题，在 s面
之内等效于原问题 a，在 s面之外等效于原问题 b。 

 
 
建立方法如下：在 s面之外规定场、媒质和源分布与 a 问题相同，在 s面之内规定场、媒质和

源分布与 b问题相同。 

(c)                   (d) 
图 10-2 双区域等效原理    

(a) 原问题 a         (b)原问题 b   

(c) 等效于 s面外的 a和 s面内的 b   

(d) 等效于 s面外的 b和 s面内的 a 

 

 
    为了支持这样的场，在 s面上必须有面电流

v
J s和面磁流

v
M s。根据边界条件，这些表面流是 

v v v
r r r

J n H H

M n E E
s a b

s a b

= × −

= − × −







$ ( )
$ ( )

         （10-8） 

图（10-2c）显示了这一等效问题。对于问题 a而言，等效表面流恰好抵消了 s面以内区域的变化对
s面外区域的影响。而对于原问题 b而言，等效表面流恰好抵消了 s面以外区域内的变化对 s面以内
区域的影响。用类似的方式可建立另一个问题，等效于 s面之外的 b 问题和 s面之内的 a 问题，如
图（10-2d）所示。注意，在每一种情况中，对于等效场的区域内，必须保证原有的源和媒质。 

现在，我们已清楚了等效原理的一般过程。确定等效表面流的依据是：当唯一性条件满足时，

场与源之间是一一对应的。如果规定了空间内每一处的场和媒质，就能确定产生这一场的源。各种

等效性就是用此方式导出的。 
 

上述场的等效原理可以类比于电路中的等效原理。考虑图 10-3(a) 所示的两个网络。就网络 a
而言，建立其等效问题方法如下：设从网络连接口向网络 b看去的无源输入阻抗（网络 b中的电压
源短路，电流源开路）为 Zb。把网络 b用输入阻抗 Zb替代，在 Zb与网络 a之间串接等于原问题中

连接口两端电压的电压源，连接点之间并接等于原问题中流过连接口的电流的电流源，如图 10-4(b) 
所示，这类似于图 10-1(b)。由于源阻抗并未受激励，所以可以用任意阻抗代替而不影响到网格 a的
激励。 

           (a)                     (b) 
 

sM
r2v

n̂

s

1v

aa HE
rr

,

2v

n̂

s

1v

bb HE
rr

,

aa HE
rr

,bb HE
rr

,

sJ
r

sJ
r

sM
r

网络 
a 

I  

V  

bZ  

+ 
网络 

b 

网络 
a 

V  

I  
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这类似于在图 10-1(b) 的等效场中在 s内任意填充媒质。特别在源阻抗改为短路时，将电流源

开路，只留下电压源激励网格 a，如图 10-3(c)所示，这类似于 Love场等效原理中的情况 2。如果源
阻抗改为开路，只留下电流源来激励无源网络，如图 10-3(d) 所示，这类似于 Love场等效原理中的
情况 3。 

 

(c)                               (d) 
图 10-3电路等效原理  

        (a) 原问题        (b) 一般等效源 

(c) 输入阻抗短路  (d) 输入阻抗开路 

 
 

    等效原理对于分析电磁孔隙问题特别有用。 
[例 10-1]如图 10-4所示，一同轴线通向无限大接地导电平面。求此同轴线在 z > 0半空间的辐

射场。 

图 10-4  同轴线通向无限大接地导电平面 

 

 
解：首先利用等效原理将原问题分成两个等效问题如图 10-5(a)和(b)所示。孔隙面用导体封闭，

所以在封闭的孔隙面上只有面磁流起作用。在孔隙面同轴线一侧，等效磁流为
v r v

M M n Ea = = ×$ ，

而在孔隙面半空间一侧，等效磁流为
v v

M n Eb = − ×( $) ，即
r v

M Mb a= − 。这里
r
E为原孔隙处的电场。

等效磁流的设置已保证了在孔隙面上切向电场连续。还应保证在孔隙面上切向磁场连续，即在孔隙

面上满足 r v v r v
H M H H Ma i b( ) ( )+ = −                        （10-9） 

其中
r

H i
是同轴线中的传输场。

v
H a ,

v
H b
分别是

v
M a和

v
M b在同轴线和半空间中产生的磁场。由于v

Hb为线性场 

网络 
a 

网络 
a I  V  

+ 

x 

z 

y 

b 

a 

导体板 同轴线 
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v v v v

H M H Mb b( ) ( )− = −  

所以有             
v v v v v

H M H M Ha b i( ) ( )+ = −                （10-10） 

上式正是确定
v
M的方程。一般为积分方程。一旦确定了

v
M，则同轴线和半空间中的场也就可以确

定了。 
 
 

（a）                   (b)                   (c) 
图 10-5等效原理应用 (a) 区域 a等效（同轴线） 

(b) 区域 b等效（半空间）(c) 自由空间中的圆环磁流 

 

 

     
    如何确定

v
M构成了求解孔隙问题的各种方法，如 Bathe小孔耦合理论，矩量法等。一种更近似

的方法是用同轴线中的传输场（TEM模）近似口面上的场，从而避免了求解（10-10）。于是 

a
b

VEE
ln

ˆ
ρ

ρρ ==
r

 

式中，V为同轴线内外导体间电位差。等效磁流为 v v v vM n E z E E= − × = − × = −$ $ρ ϕρ ρ  

这是一个圆环磁流，如果 b << λ（波长），则是一个小圆环磁流。我们知道，小圆环电流可以等效
为磁流元。应用对偶原理，可知小圆环磁流可以等效为电流元 Il，且 Il j KS= ωε , 总电矩 

   ∫∫∫
−

−=−=⋅==
b

a a
b

abVd
a

b
VdMdKKS

ln2
)(

ln
ˆ

22
22 π

ρρ
π

ρϕπρπρ
r

 

 
故等效电流元为 

a
b

abVjKSjIl
ln2

)( 22 −
−==

ωεπ
ωε  

应用镜像法，把图 10-5(b)的问题等效为面磁流在无限大自由空间的辐射问题，如图 10-5(c)所示。
于是所要求解的辐射场为 

jkrjkr e
a

br
abVke

r
IljE −− −

== θθ
π
ωµ

θ sin
ln4

)(sin
4

2 222

 

x 

z 

y 

b 
a 

同轴线 

sM
r

z 

x 

y 

导体板 

sM
r

−  

z 

x 

y 

sM
r

2−  
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                     H
E

ϕ
θ

η
η

µ
ε

π= =
0

0
0

0

120,   =  

利用等效原理研究孔隙问题虽然并未直接产生解，但把一个复杂问题分离成只个相对简单的问

题，使分析和计算简化。 
 

 
 

10.2感应定理 

    感应定理的原理与等效原理是一致的。实质上感应定理也是等效原理的一种特殊应用。 
    考虑如图 10-6(a) 所示的障碍物散射问题。 

         (a)               (b)              (c) 
 

图 10-6 感应定理 (a) 原问题 (b) 散射场 (c) 等效感应 

 

 

    设入射场（无障碍物时源产生的场）为
v
Ei ,

v
H i，障碍物的散射场为

v
Es ,

v
H s，则有障碍物时源辐

射的总场为 





+=
+=

si

si

HHH
EEE vvv
rrr

             （10-11） 

在障碍物之外，
v
E ,

v
H和

v
Ei ,

v
H i都有相同的源，

v
Es ,

v
H s是障碍物的散射场，可以想象为障碍物上的

感应电流产生的。在障碍物之外
v
Es ,

v
H s是无源场。如图 10-6(b) 所示。 

    根据等效原理，可建立如下的等效问题；在障碍物内保留原有场
v
E ,

v
H及媒质分布。在障碍物

之外为散射场
v
Es和

v
H s。这样两个区域均无源。为了支持这样的场， s面上就必须有等效表面流 





−×−=
−×=

)(ˆ
)(ˆ
EEnM

HHnJ
ss

ss vvv
rrr

               （10-12） 

 
 

将（10-11）代入得       

r r

r v
J n H

M n E
s i

s i

= − ×

= ×







$

$
                   （10-13） 

    表面流
v
J s ,

v
M s在障碍物之外产生散射场

v
Es，

v
H s，在障碍物之内则产生总场

v
E和

v
H。 

感应定理与等效原理的不同处在于：前者的表面流是已知的，而后者的待求（利用切向磁场连

续条件）。前者的障碍物必须保留，既不能改变原问题的媒质分布而后者非等效区域的媒质可任意

设定。 

is EnM
rr

×= ˆ  

S 

si

si

HHH
EEE rrr
rrr

+=
+=

 

n̂  

障碍物 

S 

ss HE
rr

，
n̂  

感应电流 

S 

ss HE
rr

，  
n̂  

HE
rr

，  

is HnJ
rr

×−= ˆ  

is EnM
rr

×= ˆ  
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如果障碍物是理想导体时，障碍物内
v
E和

v
H为零，所以在 s面上等效磁流

v v
M n Es s= − ×$ 。由

于在导体表面上 $n E× =
v

0即 $ $n E n Es i× = − ×
v v

，所以
v v r

M n E n Es s i= − × = ×$ $ 仍满足（10-13）。这

反映了理想导体对场产生全反射。这时面电流
v
J s不起作用。 

 
 
[例 10-2]  计算大导电平面的雷达散射截面。如图 10-7(a) 所示，一平面波垂直入射到位于 z = 0的
大导体平面上，入射场为

r
E E e xi

jkz= −
0 $。     

             (a)             (b)              (c) 
图 10-7  导电平板的散射  

(a) 原问题  (b) 等效感应 (c) 镜像法 
 
 

 
解： 

根据感应定理，在 z < 0空间的散射场是由导电板表面等效磁流所产生的: 
           

v s r
M n E z E E ys i z i= × = − × = −=$ $0 0  

如图 10-7(b) 所示。 
    为了求导电平板面磁流在 z < 0空间产生的场，可近似认为面磁流是放在无限大导电平板上，
于是可应用镜像法，把图 10-7(b) 变成无限大均匀空间面磁流 2 2 0

v
M E ys = − $在 z < 0空间产生的场，

于是，在远区面磁流单元产生的场为 

dE
jk M ds

r
e

jkE ds
r

exs
s jkr jkr= = −− −2

4 2
0

π π
 

面磁流在远区产生的总的散射场为 

E dE
jkE A

r
exs xs

s

jkr= = −∫ −0

2π
         （10-14） 

 
雷达散射截面定义为 












=

∞→
i

s

re S
S

rA 24lim π           （10-15） 

式中， S i 为入射波平均功率密度， S s 为散射波平均功率密度。 

    对于均匀平面波 
2
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rrr

+=
+=

 

z 
0 

y 

z 
0 

ss HE
rr

，  

sM
r

 
sM

r
−  

y 

z 
0 

ss HE
rr

，  

sM
r

2  

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


===== 高等电磁场讲义 • 第 10讲 ============================== 华南理工大学电信学院 褚庆昕 ===== 

 10-8 

2
02

0

*

22
1

2
1

r
AkEEHES ssss πη

==×=
vvv

 

所以   

                   A
k A

Ae = =
2 2

2
24

π
π

λ
λ            （10-16） 

 
 
 
 
习题 10 

10-1 试利用等效原理，计算如
图 10-7 所示的通向接地导电平面的
矩形波导开口端的辐射场（假定开口

端的 Ey为TE10波的电场）。 

答案： 

])cos([cos

)cos
2

cos(

)sincos
2

sin(
2

22

0

θπϕ

θ

θϕ
ηθ

kb

bk

ak
r
ejbEH

jkr

−
⋅

⋅=
−

                       图 10-7矩形波导通向无限大导电平面 
                                                                            ♦♦ 
  

x 
y 

z 

a 

b 

θ  

ϕ  
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第 11讲  镜像原理 (I) 
   
镜像原理的基础是唯一性定理，即在某一特定区域，只要解满足该区域的支配方程和相应的边

界条件，那么，这个解就是该区域的唯一正确解。 
 
11.1 导体平面镜像原理 
设一点电荷放置在无限大接地导体平面的右半空间中，导体平面位于 x = 0处，点电荷位于

x x= 0处。如图 11-1(a)所示。 

 
图 11-1导体平面对点电荷的镜像原理  

（a） 原问题 （b）镜像问题 
 
 
图 11-1(a)中区域 1 的边界条件是在 x = 0导体平面上切向电场为零，图中的电力线也清楚地表

明了这一点。如果在区域 2中 x x= − 0处放一点电荷 − q，并去掉导体平面，如图 11-1(b)所示，则
由电力线分布可以看出，这两个点电荷产生的电场在 x = 0平面上仍保持切向电场为零，并且也没
有改变区域 1中的电荷分布，所以由唯一性定理可知，区域 1中电场保持不变，即就区域 1而言，
图 11-1(a)与 11-1(b)的两个问题是等效的。 
注意就区域 2而言，两个问题是不等效的，因为图 11-1(b)区域 1中多了一个点电荷− q。类比

可知，对于点电荷，导体平面就如同一面镜子，故将这一原理称为镜像原理。在 x x= − 0处的点电

荷 − q，称为镜像电荷。 
依照同一原理，可以导出导体平面对点磁荷 qm的镜像原理。所不同的是磁荷产生的磁场在导电

平面上法向分量为零，所以镜像磁荷应与原磁荷值相同。 
电流、磁流分别是由电荷、磁荷的流动形成的，所以利用点电荷和点磁荷的导体平面镜像原理。

可以导出导体平面对电流和磁流的镜像原理，如图 11-2所示。 

(a) (b)

r
J

r
M

r
J

r
M

 
图 11-2导体平面对电流和磁流的镜像原理  

应当注意的是，在应用镜像原理时，不仅要考虑源的镜像，有其他物体存在时还要考虑其他物

体的镜像，使镜像问题维持对称，如图 11-3所示。 
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PEC

(a) (b)

r
J

r
J

            
图 11-3有其他物体存在时的镜像原理   

 
   上述导体平面镜像原理可以推广到多导体平面的镜像问题。 

l 导体拐角的镜像原理 
如图 11-4(a)在无限大导体直角内放置一点电荷 q。当去掉导体拐角后，为了保证导体平面上的

切向电场为零，必须分别在二、三、四象限内放置镜像电荷，如图 11-4(b)所示。 y = 0平面上面的
两个点电荷与下面的两个点电荷保证了 y = 0的切向电场为零。x = 0平面左边的两个点电荷与右边
的两个点电荷保证了 x = 0平面切向电场为零，所以整个导体拐角上切向电场为零。 

                                    
         •       •                •
                                    
                   
                 •                •

PEC

q − q

q − q

q

(a) (b)
 

图 11-4导体直角镜像原理   （a）原问题  （b）镜像问题 
 
 

事实上，只要导体拐角满足α ＝1800

n （ n为整数），就可以应用镜像原理，其镜像数目
为( 2 1n − )个，分布在半径为 r0的圆上，镜像的角度分布为 2 1m mα θ± =, ,2,  L，电荷量为 ± q，

其中 r0为点电荷到拐角点的距离，θ为点电荷与拐角一平面的夹角。如果α ≠ 1800

n ，则无法

应用镜像原理。图 11-5显示了 n = 4 ,α = 450
的导体拐角的镜像原理。 

 
 

 
图 11-5α = 450

导体拐角的镜像原理 
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l 平行导体平面镜像原理 

x0 h x

(a)

− q q − q − qq

q

qq − q

x0

2 0h x−

2 0h x+

4 0h x−

− x0

x h0 2−

− −x h0 2

x h0 4−

x

(b)
 

图 11-6平行导体平面镜像原理 （a）原问题 （b）镜像问题 
 
 

 
设一点电荷 q0放在两块平行的无限大导体板中，如图 11-6(a)所示。在应用镜像原理时，先将两

块导体板去掉，然后在 x <0区域和 x h> 区域内放置镜像电荷，使 x = 0和 x h= 平面上仍保持切向

电场为零。首先，在 x x= − 0处放置原电荷关于 x = 0平面的镜像电荷 q q10 = − ,使 x = 0平面保持
切向电场为零。再在 x h x= +2 0处放置镜像电荷 q10关于 x h= 平面的镜像 q q11 = ，以使 x h= 平

面保持导体边界条件。又在 x h x= − +( )2 0 处放置 q11的镜像 q q q12 11= − = − ，以保证 x = 0平面的
导体边界条件。 
如此继续下去，直至无穷。这一系列镜像电荷及原电荷保证了 x = 0平面的切向电场为零，但

对 x h= 平面只是镜像电荷在其上产生的切向电场为零。若加上原电荷， x h= 平面的边界条件将

不能满足。为此，在 x h x= −2 0 处放置上原电荷关于 x h= 平面的镜像 q q20 = − 。再在

x h x= − −( )2 0 处放置 q20关于 x = 0平面的镜像 q q q21 20= − = ，又在 x h x= −4 0处放置 q21关于

x h= 平面的镜像，如此继续下去。于是便得到如图 11-6(b)所示的多重镜像电荷分布。 
依照同样的原理，我们还可以得到的矩形波导中电流源的镜像原理，如图 11-7所示。 
 

r
J

 
图 11-7 矩形波导中电流源的镜像原理 

 
11.2 导体球面的镜像原理 

    如图 11-8所示，考虑一点电荷 q位于接地导体球面外 x ra= 处，球面半径为 r0。这时利用

电力线（图解法）已无法直接判别镜像电荷的位置与大小。须采用解析的方法。将问题的区域分为

区域Ι（导体球内）和区域Π（导体球外）。对于静电荷，电位满足的 Possion和 Laplace方程     

∇ = − − >

∇ = <







2
0 0

2
00

Φ

Φ
Ι

Π

q r r r r
r r

aδ ε( ) /v s

                                
      (11-1) 

和边界条件     Φ ΦΙ Π＝ ＝0               r r= 0     (11-2) 
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ra x
r0

P

rb

q− ′q

0
RegionΠ Region Ι

r

θ

 
 

图 11-8导体球面外点电荷 
 
 
 

去掉导体球面后，为保持球面导体边界条件不变，设在 x rb= 处有一镜像电荷 − ′q 。电位的试
探解为 

Φ =
+ −

−
′

+ −

q
r r rr

q
r r rra a a b b4 2 4 22 2

0
2 2πε θ πε θcos cos

            (11-3) 

根据球面上 r r= =0 0，Φ ，得 

q
r r r r

q
r r r ra a b b

2

0
2 2

0

2

0
2 2

02 2+ −
=

′
+ −cos cosθ θ

 

即    q r r q r r q r r q r rb b a a
2

0
2 2 2

0
2

0
2 2 2

02 2( ) cos ( ) cos+ − = ′ + − ′θ θ   (11-4) 
 
 
 
由于对于任意θ都成立，所以有 

q r r q r r
q r q r

b a

b a

2
0
2 2 2

0
2 2

2 2

( ) ( )+ = ′ +

= ′






                 (11-5) 

于是               r r r r r ra b b a( ) ( )0
2 2

0
2 2+ = +  

即                  ( )( )r r r r ra b b− − =0
2

0 0                     
(11-6) 

有两组解                  r rb a=                            
(11-7) 

或                 r r ra b0
2 =   即   r

r
rb

a

= 0
2

                  

(11-8) 
 

    情况 1：如果 0

2
0 r
r
rr

a
b <= 则 

′ = =q
r
r

q
r
r

qb

a a

0                  (11-9) 

这正是关于区域Ι等效的镜像问题。 
    情况 2：如果 0rrr ba >= ，则 
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′ =q q                      (11-10) 
这正是关于区域Π等效的镜像问题。 
 
 
    于是得 

 












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=Φ
−+

−
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]
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cos2
1[

4

22

0

22
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θ

θπε

rrrrr

r
rrrr

q

bba

aa

          (11-11) 

利用(11-11)可以求出接地导体球面上的总感应电荷。在导体面上感应电荷面密度 sρ 满足 

2
3

2
3

0

)cos2(4
)cos(

                             

)cos2(4
)cos(

0
22

0

0

0
22

0

0
0
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∂

∂
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b
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a

rr
s

rrrr
rrq

rrrr
rrq

r

−+

−′
−

−+

−
=

Φ
−=

=

Ι

   (11-12) 

所以总感应面电荷为 

∫∫

∫ ∫







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−



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
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
−+

−
=

==

ππ

π

θ

θθθ

θ

θθ

θθπρρ
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0 00

2
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2
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cos2)(1

sin)cos1(

2
cos2)(1

sin)cos1(

2

sin2

r
r

r
r

d
r
r

q

r
r

r
r

d
r
r

q

drrdsQ

bb

b

b

a

b

a

a

s
ss

            (11-13) 

可以证明积分 

I
k d
k k

k
k

=
−
+ −

=
>
<





∫
1
2

1
1 2

0 1
1 120

3
2

( cos )sin
( cos )

θ θ θ
θ

π
       (11-14) 

 

 
事实上，令 u k k= + −1 22 cosθ，则 

2
2

1
2

1 3 12 2 22
2

(1 )2(1 )

(1 )
(1 )

1 11 1 1 1 1 
0 18 4

k
k

k
k

kk kI du u
kk ku uu

+
+

−
−

<  − − = + = − =     >   
∫  

于是，(11-13)变为      

Q q
r
r

qa

b

= − ′ = −                 (11-15) 

可见，球面上总感应电荷就等于镜像电荷。 
 
所以，镜像原理也可以从物理上这样解释；放在导体球外的静电荷，在球面上感应电荷。由于

导体接地，球面上只有负感应电荷分布。镜像原理就是利用镜像电荷来等效导体球面上感应电荷的

作用。 
如果导体球不接地，导体球面的电位不为零，而是一等电位面。球面上一端感应有负电荷分布，

另一端感应正电荷分布。但感应的净电荷分布为零。 
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这种情况下，镜像原理可分成两步：第一步，假设导体球接地，利用上述方法确定镜像；第二

步，球面内放置另一个镜像电荷 ′′q 使球面为等电位，显然 ′′q 应放在球心。 ′′q 在球面上产生的电

位为              ′′
′′

Φ ＝
q
r4 0π ε

                  (11-16) 

这一镜像电荷应抵消接地导体球面的感应负分布电荷，即应有： 

( )−
′′

= ′=∫ ε
∂
∂0 0
Φ
r

ds qr               (11-17) 

将(11-16)代入，得 ′′ = ′q q ，所以，在球心处应放置一个 + ′q 电荷。 
 
 
11.3 导体柱面的镜像原理 

图 11-9 （a）导体镜面等效原理 

考虑一密度为 λ的无限长均匀分布的线电荷，平行放置在半径为 R的接地导体圆柱外 x a= 处。

如图 11-9(a) 所示。 
 
 

图 11-9（b）电轴产生的电位 
为了采用镜像原理解决这一问题，我们首先讨论相距为 d 的两个密度分别为λ和 λ− 的无限长

均匀分布的线电荷（称之为电轴）在空间产生的电位，如图 11-9(b) 所示。 
 
电位表达式为 

1

2ln
2 r

r
πε
λ

ϕ =                          (11-18) 

在直角坐标系中，
22

1 )( ydxr +−= ，
22

2 )( ydxr ++= 。这种系统的等位面方程为

2
2

1

2
2 k

r
r

= ，即 2
22

22

)(
)( k

ydx
ydx

=
+−
++

，整理后，得到 
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r
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2

2
2

2

2

2

1
2

1
1









−
=+








−
+

−
k

kdyd
k
kx                 （11-19） 

这是一圆方程。 
 
 
 
所以该系统产生的等位线是一簇圆，如图 11-9(b) 所示，圆心坐标 ),( 00 yx 和半径 R分别为 

              







−
+

= 0  
1
1),( 2

2

00 ，d
k
kyx ，

1
2
2 −

=
k

kdR  

而且可以证明          222
0 dRx +=                       （11-20） 

或                   ))(( 00
2 dxdxR +−=                （11-21） 

注意， )( 0 dx − 和 )( 0 dx + 恰好是两个线电荷到圆心的距离。 
      
利用电轴在空间产生的电位结果，可以容易地研究图 11-9(a) 所示的导体柱面的镜像原理。由

于导体柱面为一等电位面，所以可以把导体柱面作为图 11-9(b) 中的电轴产生的一个等位面，原线
电荷位于电轴的一个位置，镜像电荷则位于电轴的另一个位置，取值为原电荷的负值。但是，利用

两个电轴只能保证原导体柱面的圆上是等电位的，电轴的电荷一旦确定，圆上的电位也就确定了，

但这个电位可能不等于原导体柱面上的电位。为此，我们在圆心处再加一个线电荷，以保证等位圆

上的电位与原导体柱面上的电位相同。 
 
                        习题 11 

 11-1  一点电荷 q放置在夹角为 600
的导体拐角中，电荷距拐角尖点的距离为 r0 ,与拐角的最

小夹角为θ。试利用镜像原理求解点电荷在拐角中产生的电位。如果拐角的夹角改为 500 ,问能否应
用镜像原理？为什么？ 

11-2  如图 11-9所示，接地无限大导体平板上突起一半径为 a的半球形，在 x d= 处有一点电

荷 q。试利用镜像原理求解该电荷产生的电位。 
11-3  如图 11-10所示，一密度为 λ的无限长均匀分布的线电荷，平行放置在半径为 R的接地

导体圆柱外 x a= 。试尝试用镜像原理求解该问题。  
 

 
 
图 11-10  题 11-2用图       图 11-11  题 11-3用图 
 
 

                                                   ♦♦ 

0 R a

λ

x

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


===== 高等电磁场讲义 • 第 12讲 ============================== 华南理工大学电信学院 褚庆昕 ===== 

 12-1 

第 12讲      镜像原理(II) 
 

12．1．介质交界平面的镜像原理 
    首先研究二维线电荷 λ关于介质交界面的镜像原理。如图 12-1(a)所示，在 x > 0和 x < 0的半
空间中分别填充介电常数为 ε1和 ε2的介质，交界面位于 x = 0。在 x > 0空间 x d= 处放置一线电荷

λ。各区域电位满足的支配方程为 

∇ = − − >

∇ = <









2

1
2

1
0

0 0

Φ

Φ

Ι

Π

ε
λδ δ( ) ( )x d y x

x   
                     (12-1)

交界面边界条件为：  

                     
Φ Φ

Φ Φ
Ι Π

Ι Π

= =

= =







 x

x x
x

0

01 2ε
∂
∂

ε
∂
∂

                                  (12-2) 

求 x > 0空间中的电位时，设全空间只填充一种介质 ε1，在原线电荷的镜像位置 x d= − 处放置镜像

线电荷 ′λ ξλ ＝ ，如图 12-1(b)所示。求 x < 0空间中的电位时，设全空间只填充一种介质 ε2，去掉

原电荷，在原线电荷位置 x d= 处放置镜像电荷 ′′λ ηλ ＝ ，如图 12-1(c)所示。 

o x

y

ε1ε2

λ
o x

ε1ε1

λ
do x

ε2ε2

′′λ
-d

′λ

y y

(a) (b) (c)

dd

 
图 12-1  介质交界面镜像原理 

(a)原问题 (b) x > 0半空间镜像问题 (c) x < 0半空间镜像问题 
于是可得到各区域的电位表达式 



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



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+−
=Φ


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
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
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2222
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1ln

2

ydx

ydxydx

η
πε
λ

ξ
πε
λ

         (12-3) 

Φ Ι和ΦΠ关于 x的导数为 










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−

⋅−=
Φ





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ydx
dx
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η
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λ

∂
∂

ξ
πε

λ
∂

∂

                 (12-4) 

利用边界条件(12-2)，得 
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1
1

1

1
1 2ε

ξ
ε

η

ξ η

( )

( )

+ =

− =







                                            (12-5) 

于是 

ξ
ε ε
ε ε

η
ε

ε ε

=
−
+

=
+










1 2

1 2

2

1 2

2
                                                (12-6) 

如果从λ ′′中除去λ，则新增加的电荷为 ξλληλλ −=−=−′′ )1( 。 
如果原电荷是点电荷 q，可以证明，镜像原理完全一样，即 qq ξ=′ ， qq η=′′ 。 

 
12．2 介质交界面平行导体平面的镜像原理 

考虑一个由空气、介质和导体三层媒质组成的

结构，在仅靠介质面的空气中放置一线电荷 λ，如
图 12-2所示。现在利用镜像原理求解线电荷 λ在空
间产生的电位。这一问题的实际背景就是求微带的

Green函数。       
 
分析的总原则是 

(1)   在所考虑的区域内保持原电荷及媒质分布； 
(2)   区域外的电荷和媒质可任意改变，但所有的分布应使边界上的电位满足边界条件。 

首先，利用介质镜像原理和导体镜像原理确定 0 < <x h的介质区域(区域 2)的镜像问题。 
将区域 1和 3也填充区域 2的媒质，即整个空间填充 ε ε0 r媒质。镜像电荷的分布应满足如下规

律： 
l 在区域 2中无电荷； 
l 电荷分布应与 y轴反对称，以满足 x = 0的导体边界条件 
l 电荷分布也应以 x h= 对称，以满足介质边界条件。 

为了满足 x h= 处的介质边界条件，在区域 1 中 ＋hx = 处放置一线电荷
2

1
ε
ε

λr

r+
，接着为了满

足 x = 0的导体边界条件，在区域 3中 hx −= 处放置线电荷 λ
ε

ε

r

r

+
−

1
2

。然后再在区域 1中 x h= 3

处放置线电荷 λ
ε
ε

ε
ε

1
1

1
2

+
−

+
−

r

r

r

r ，以满足介质边界条件。再在区域 3 中 hx 3−= 处放置线电荷

λ
ε
ε

ε
ε

1
1

1
2

+
−

+ r

r

r

r ，如此继续，直至无穷。图 12-3(a)说明了这一过程。 

电荷的位置为   
L,2,1,0             )12( =+± khk  

    对应的电荷为 
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=
2

1
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01 2
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          L  

所以，区域 2中的电位为 

 

o 

h λ  

y 

x 

ε ε0 r  

ε0  

PEC 

Region 1 

Region 2 

Region 3 

图 12-2 介质交界面平行导体平面 
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(a) (b)  
图 12-3介质交界面平行导体平面结构的镜像问题  

（a） 介质区域的镜像问题 （b）空气区域的镜像问题 

 
    再利用介质镜像原理确定等效区域 1的镜像电荷分布。确定区域 1镜像问题的规律是 

l 区域 1中只有真实线电荷 λ； 
l 区域 1只有一个边界，就是 hx = 的介质面，电荷分布只需满足该边界条件。 
l 应考虑区域 2中导体边界对区域 1的影响，但无需满足 0=x 的导体边界条件 
图 12-3(b)表明了确定过程。为了保证 hx = 介质边界条件，在区域 2 中 －hx = 处加电荷

1
1
－

＋

ε
ε
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r
。导体对区域 1的影响可以等效地看成图 12-3(a)区域 3中的电荷对区域 1的影响，依照介

质镜像原理，在这些电荷上应乘以因子
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。于是区域 1中的电位为 

[ ]
}

)()12(

1ln)
1
1

(
1
2
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)1(
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2
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2
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=Φ

k

k

r

r

r

r

r

yyhkx

yyhx

ε
ε

ε
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επε
λ

         (12-8) 

    最后求区域 3中的电位，由于区域 3为接地导体，故区域 3的电位为Φ ΙΙΙ＝0。 

    下面检验上述解是否满足边界条件及支配方程。首先检验 x h= 处的介质交界面条件。 
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           (12-10) 

可见                   Φ ΦΙ Πx h x h= ==                                          (12-11) 

再验证 x h= 处的导数边界条件 
∂
∂

ε
∂
∂

Φ ΦΙ Π

x xx h r x h= ==                                    (12-12) 

根据(12-8)得 
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再根据(12-7)得 
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                           (12-1

4) 
显然满足(12-12)。最后还应满足每个区域内的支配方程。由于电位均是由静电荷产生的，且各区域
等效时镜像电荷并未进入区域，故所考虑的区域内电荷分布不变，所以各区域的电位一定满足该区

域的 Possion方程或 Laplace方程。 
 
∗
三、介质球镜像原理 
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如图 12-4(a)所示，介质球外一点电荷 q位于距球心 ra处，介质球的半径为 r0，相对介电常数为

ε r。现利用镜像原理求解该问题。将该问题分成两个区域，区域 1：介质球外的空气，区域 2：介
质球内。在等效区域 1时，区域 2填充空气，并在 x r rb= < 0处放上镜像电荷 ′ =q qξ ，如图 12-5(b)
所示。在等效区域 2时，区域 1中填充ε ε0 r，在 x ra= 处放上电荷 ′′ =q qη 。于是两个区域中的电

位为 

Φ Ι =
+ −

+
+ −

q
r r rr r r rra a b b

4
1

2 20
2 2 2 2πε θ

ξ

θ
(

cos cos
)       (12-15) 

  ΦΠ = ⋅
+ −

q
r r rrr a a

4
1

20
2 2πε ε θcos

                   (12-16) 
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x  rb 

r 

θ 

P 

q’ 
0 

ra r0 

q 
ε0εr 
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ε0εr 
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ε0εr 

θ 

(c) (b) (a) 

P 

 
图 12-5  介质球镜像原理  

（a）原问题 （b）区域 1的镜像问题 （c）区域 2的等效问题 

    根据边界条件Φ ΦΙ Πr r r r= ==
0 0

，得 

θ

ξ

θε
η

cos2cos2
1)1(

0
22

00
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0 bbaar rrrrrrrr −+
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−         (12-17) 

即     ( ) ( cos ) ( cos )
η
ε

θ ξ θ
r

b b a ar r r r r r r r− + − = + −1 2 22
0
2 2

0
2

0
2 2

0  

上式对于任意θ均满足，所以 
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                            (12-18) 

整理得               )()( 22
0

22
0 abba rrrrrr +=+  

即                   0))(( 2
0 =−− baba rrrrr                                      (12-19) 

由于 r ra b≠ ， r r ra b0
2 = ，即， 

a
b r

rr
2

0=                                              (12-20) 

将上式代入(12-17)，得：              
0

1
r
ra

r

ξ
ε
η

=−                                 (12-21) 

再利用导数边界条件 

00 rrrrr rr =
Π

=
Ι Φ

=
Φ

∂
∂

ε
∂

∂
                       (12-22) 

因为 
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将(12-20)代入，得 

3

0

2
0

00 ))(cos()cos)(1(
r
r

r
rrrr a

a
a θξθη −=−−                   (12-23)  

考虑到θ的任意性，得 











0

3
0

3

1

1

r
r
r
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                                          (12-24) 

  居然出现了矛盾的结果！原因何在？ 

 

 

习题  12 

12-1 试利用镜像原理求解如图 12-6所示的线电荷λ在三层介质中 

      产生的电位。 

                                            

                              
*
12-1  三维介质面（介电常数为 ε ε0 r）上有一介质半球（半径为 r0,  

   介电常数为 ε ε0 r）,在 x a= 处（ a r> 0）有一点电荷 q， 

试用镜像原理求解该电荷产生的电位。 

                          

 

                                          

                                                                             

y

 x

ε0εr2

ε0εr1

ε0

0

h λ

r0

λ

0

a

x

y
ε0εr

图 12-6   题 12-1用图 

图 12-7  题 12-2用图 
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第 13讲     分离变量法 
     

本讲讨论求解齐次波动方程(Helmholtz方程)的分离变量法。 
对于时谐场，设波函数ψ ψ ω( , ) ( )v vr t r e j t= 满足齐次波动方程 

( ) ( )∇ + =2 2 0k rψ v
                         (13-1) 

式中， k = ω µε 。下面利用分离变量法在三种常用坐标系下求解(13-1)。 

 
13.1、直角坐标系中的分离变量法 
    在直角坐标系 ( , , )x y z 中，方程(13-1)可写成 

∂ ψ
∂

∂ ψ
∂

∂ ψ
∂

ψ
2

2

2

2

2

2
2 0

x y z
k+ + + =               (13-2) 

设波函数ψ ( )vr 为  ψ ( , , ) ( ) ( ) ( )x y z X x Y y Z z=             (13-3) 
式中， X Y Z, , 分别只是 x y z, , 的函数。 

 
 
将上式代入(13-2)并除以 XYZ，得 

0111 2
2

2

2

2

2

2

=+++ k
dz

Zd
ZdY

Yd
Ydx

Xd
X

                  (13-4) 

上式中每一项只与一个不同的坐标有关，每一坐标可以独立变化，所以为了使上式成立，每一项都

应与坐标 x y z, , 无关。于是可设 

  

d X
dx

k X

d Y
dy

k Y

d Z
dz

k Z

x

y

z

2

2
2

2

2
2

2

2
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0

+ =

+ =

+ =















                        (13-5) 

式中， k k kx y z, , 称为分离常数，它们满足 
2222 kkkk zyx =++                       (13-6) 

 
 

    这样，应用分离变量法，我们将(13-2)的偏微分方程转化为三个独立的常微分方程，称之为谐
方程，其解称为谐函数。常用的谐函数有 e k u k uj k u

u u
u± , sin , cos 。根据(13-6)可知，分离常数

k k kx y z, , 中只有两个是独立的，这些分离常数的取值由具体问题的边界条件确定。对于有界区域，

如波导和谐振腔，分离常数一般为无穷多的离散值，称为离散谱。对于无界空间，分离常数则一般

为连续值，称为连续谱。于是，我们得到了一系列的谐函数。最后，我们便可以得到齐次波动方程

的一般解为 
    对于离散谱 

       ∑∑=
x yk

z
k

yxyx zkZykYxkXkkAztx )()()(),(),,(ψ          (13-7) 

    对于连续谱 
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  ∫ ∫=
x yk k

yxzyxyx dkdkzkZykYxkXkkAztx )()()(),(),,(ψ      (13-8) 

为了求得适合于各种具体问题的波函数，需要根据具体问题的特点，选择谐函数的形式。因此，

了解各种谐函数的数学性质和物理意义是有益的。以 X k xx( )为例，当 kx为正实数时，e jk xx−
和 e jk xx

分别代表沿 + x和− x方向传播的行波，sin k xx 和 cos k xx 代表沿 x方向的纯驻波。当 kx为复数且

{ }I km x < 0时，e jk xx−
和 e jk xx 分别代表沿 + x和− x方向传播的衰减行波；当 k x为纯虚数时，e jk xx−

和 e jk xx 分别代表沿+ x和 − x方向的衰减波。 
判别波传播方向可以从等相面入手。考虑行波 e j t k xx( )ω −

，等相面为ωt k xx− =常数，对该式两
边关于 t求导，可得波相速为 

v
dx
dt kp

x

= = >
ω

0  

所以，e jk xx−
表示波沿 x方向传播。同理可判别 e jk xx+

。值得注意的是，上述判别与时间因子 e j tω
的

假设有关。如果假设时间因子为 tje ω− ，则情形相反。在本书中，时间因子均假设为 e j tω
。 

    [例 13-1]  求图 13-1所示的矩形波导中的电 Hertz矢量
v
Π Πe e z= $。 

解：Π e满足齐次波动方程 

02

2
2 =Π








∂
∂

−∇ et
µε  

设波沿 z方向传输，时间因子为 e j tω
，则有 )(),( ztj

ee eyx βω −Π=Π  

于是，波动方程变为 

    02
2

2

2

2

=Π







+

∂
∂

+
∂
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其中， 222 β−= kkc 。根据 2

2

2

2

tz
E ee

z ∂
Π∂

−
∂

Π∂
= µε ，则有E kz c e= 2Π ，所以Π e的边界条件为 

Π e x a= =0 0, ，Π e y b= =0 0,  

利用分离变量法，可得Π e的解为 

)(sinsin ztj
e ye

b
x

a
A βωππ −Π ＝  

且 22

11
ba

kc += π 。 

 x 
y 

z 

 0 

a 
 b 

 
 

图 13-1矩形波导 

 
13.2、圆柱坐标系中的分离变量法 
    在圆柱坐标系 ( , , )ρ ϕ z 中，齐次波动方程为 
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           01)(1 2
2

2

2

2

2 =+++ ψ
∂

ψ∂
∂ϕ

ψ∂
ρ∂ρ

∂ψ
ρ

∂ρ
∂

ρ
k

z
          (13-9) 

设波函数ψ ρ ϕ ρ ϕ( , , ) ( ) ( ) ( )z R Z z= Φ                                              (13-10) 

将(13-10)代入(13-9)，并且方程两边乘以
ρ 2

R ZΦ
，得 

          
ρ

ρ
ρ

ρ ϕ
ρ

ρ
R

d
d

dR
d

d
d Z

d Z
dz

k( ) + + + =
1

0
2

2

2 2

2
2 2

Φ
Φ

     (13-11) 

上式中第二项与其他项独立，应满足 
1 2

2
2

Φ
Φd

d
m

ϕ
= −                              (13-12) 

上式的解由圆周ϕ方向场的单值性或场的边界条件确定。 

如果所研究的区域包括ϕ π∈[ ]0,2 的整个区域，为了保证场的单值性，则Φ =








cos
sin

m
m

ϕ
ϕ

     (13-13)

其中，m为整数。如果所研究的区域为ϕ ϕ ϕ∈[ , ]1 2 的扇形区域，为了满足边界条件，一般来说，m
不是整数。 
    将(13-12)代入(13-11)，方程两边除以 ρ 2

，利用各项的独立性，可令 

   






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
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2
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2
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ρρ
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mn
d
dR

d
d

R

dz
Zd

Z
               (13-14) 

式中   222 β−= kn 。上式中第一个方程的解形式为 e j z± β
，sin βz , cos βz。β的取值决定于 z方

向的边界条件。 
(13-14)中的第二个方程可写成 

d R
d

dR
d

n
m

R
2

2
2

2

2

1
0

ρ ρ ρ ρ
+ + − =( )                (13-15) 

称为 Bessel方程。Bessel方程的通解常有三种形式。当表示闭合系统(如圆波导、同轴线、同轴腔等)
中的电磁波时，波沿 ρ方向为驻波，采用 Bessel函数 J xm ( )和 Neumann函数N xm ( )，即 

R n AJ n BN nm m( ) ( ) ( )ρ ρ ρ= +                (13-16) 

当表示沿径向 ρ传播的波时，可采用第一类和第二类 Hankel函数H xm
( ) ( )1

和H xm
( ) ( )2

，即 

R n AH n BH nm m( ) ( ) ( )( ) ( )ρ ρ ρ= +1 2              (13-17) 

Hm
( )1
和 Hm

( )2
与 J m和N m的关系为 

H J jN
H J jN

m m m

m m m

( )

( )

1

2

= +

= −






                          (13-18) 

    当 β > k时， n为虚数，设 n j= τ ，此时(13-15)称为修正(变态)Bessel 方程。这时，解通常取
第一类和第二类修正 Bessel函数 I xm ( )和K xm ( ) , 

)()()( τρτρτρ mm BKAIR +=                 (13-19) 

Im和 mK 与 J m和 H m
( )1
的关系为 
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





=

=

+

−

)(
2

)(

)()(

)1(1 jxHjxK

jxJjxI

m
m

m

m
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J m和 N m类似于余弦函数和正弦函数， H m
( )1 和 H m

( )2 类似于表示行波的复指数函数，而 Im和

Km则类似于实指数函数。 

[例 13-2]  求如图 13-2所示的同轴线的TM高次模 
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图 13-2  同轴线 

    解:  令电 Hertz矢量
v
Π Πe e z= $，则边界条件为Π e r a

r b
=
=

= 0。自然边界条件是在圆周方向场单

值。于是， 
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于是：        J na N nb J nb N nam m m m( ) ( ) ( ) ( )=  

上式便是确定 n的本征方程。确定了 n后，由 222 β−= kn 便可确定传播常数 β，进而得电 Hertz

矢量为 
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三、球坐标系中的分离变量法 
    在球坐标系 ( , , )r θ ϕ 中，齐次波动方程可写为 
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设波函数             
)()()(),,( ϕθϕθψ ΦΘ= rRr             (13-22) 

代入(13-21)，两边除以 RΘΦ，乘以 r 2 2sin θ，得 
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上式右边只是ϕ函数，为使上式成立，上式两端必须等于常数，设常数为m2
，则 
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所以解为            Φ = + −Ae Bejm jmϕ ϕ             (13-25a) 
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或                Φ = +A m B mcos sinϕ ϕ           (13-25b) 

m根据场的单值性来确定。 
     由(13-23)左边可得 
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上式两边分别只是θ和 r的函数，所以两边必须等于常数，设常数为 − β 2，于是有 
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为了求解(13-27)，令 x = cosθ , P x( ) ( )= Θ θ ，则 
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显然， x = ±1为方程的奇异点。 
    一般情况下，解在 x = ±1处是发散的。但如果我们取 

β 2 1 01 2= + =n n n( ) , ,           L  

则解只有有限项，且在 x = ±1处收敛。于是(13-29)可写为 
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(13-30)称为连带勒让德方程，当m = 0时称为勒让德方程。(13-30)的一个解为 
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P xn
m ( )称为 n次m阶勒让德多项式，或称第一类连带勒让德函数。m = 0时称为勒让德多项式或第

一类勒让德函数。 
(13-30)的另一个线性无关解为 
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称为第二类勒让德函数 ( )m = 0 或第二类连带勒让德函数 ( )m ≠ 0 。于是，(13-30)的一般解为 

P x AP x BQ xn
m

n
m( ) ( ) ( )= +           (13-33) 

由于 x = ±1是Q xn
m ( )的奇异点，所以，当我们研究区域包含 x = ±1，即 0＝θ 或π 时，应有 B = 0，

即解中不包含Q xn
m ( )。 

    最后，我们来求解(13-28)。将 β 2 1= +n n( )代入(13-28)得 
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该方程类似于 Bessel方程，其解为球 Bessel函数： 
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    定性地说，球 Bessel函数与相应的 Bessel函数有类似的特点：当 k为实数时， j krn ( )和 n krn ( )
代表驻波， h krn

( ) ( )1 代表向内行波， h krn
( ) ( )2 代表向外行波。在实际问题中，究竟 R r( )取(13-35)

中的哪个或哪几个函数的线性组合，应当由实际问题中 r的变化范围和各个球 Bessel函数的特性来
决定。 

习题  13 

    13-1  求 13-2所示的同轴线 TM模的场分布。 
    13-2  证明ψ ρ＝(ln )e jkz− 是齐次标量波动方程的一个解。若取

v
Π e z= ψ $，计算由此ψ 所形成

的 TM波。在 z =常数的平面上画出瞬时电力线和磁力线分布。什么样的实际系统可以支持这样的
波？ 
                                                                               

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


===== 高等电磁场讲义 • 第 14讲 ============================== 华南理工大学电信学院 褚庆昕 ===== 

 14-1 

 

第 14讲    本征函数展开法 
 

一、本征函数法的基本概念 
研究线性算子方程     

Lu g=                       (14-1) 

例如，对于波动方程 ( )∇ + = −2 2k u f ，则 L k g f= − ∇ + =( ),2 2  。 
    我们的目标是已知算子 L、源 g，求解函数 u。引入本征方程      

Lu u= λ                       (14-2) 
其中，λ称为本征值， u称为对应于 λ的本征函数矢量。 
    一般来说，若边界有限，则本征值 λ为离散谱。若边界无界，则本征值 λ为连续谱。所以对于
有限边界 

Lu u nn n n= =λ 1 2, ,L    (14-3) 

设 { }λn 为本征值谱，{ }un 为本征函数系。 

 
 
    如果 { }un 完备，则 g可以用本征函数系 { }un 展开为 

g un n
n

= ∑β                   (14-4) 

    如果 { }un 还为正交归一系，即 
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式中，< >a b, 表示 a与 b的内积。 
    对(14-4)式两边关于un取内积，可得 

βn nu g=< >,                  (14-6) 

    未知解函数 u也可以用 { }un 展开为 

u un n
n

= ∑α                   (14-7) 

于是求u的问题转化为求α n的问题。 

 
 
 

将(14-7)和(14-4)代入算子方程(14-1)，得 
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将(14-3)代入，得    ( )α λ βn n n n
n
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根据正交归一性，有      α
β
λn

n

n

=                                                 (14-10) 
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本征函数展开理论认为，带激励的算子方程可以分解为两部分，一部分由算子自身特性(包括
区域边界几何特性、媒质特性)决定，它将给出一切可能的潜在解，即本征函数系及其展开。另一部
分则是激励，它决定激励哪些特殊解。前者为内因，后者为外因，就如同一只鼓，当它做成以后，

所有可能的音域已经确定，敲鼓的点和方式不同，声音不同，但都是可能音域中的某些成分或组合。

大鼓绝对发不出高音来。因此，如果我们把问题的本征函数搞清楚了，一切激励均迎刃而解。 
利用本征函数展开求解具体源激励问题是一个扬弃的过程。扬弃过程的一个最简单例子是从算

术到代数再到函数的过程，如图 14-1所示。表面上看，扬弃的过程中丢掉了一些东西，但丢掉的是
特殊性，却得到了更大的普遍性。本征函数展开法的道理一样，扬弃了具体源。但正是因为扬弃了

具体源，本征函数展开法才能解决任何源问题，并且在认识上达到了更深层次。 
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x1 x20
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图 14-1   从算数、代数到函数的过程 

 

 
二、波导激励问题 
    如图 14-2所示，考虑一无限长的波导，其中的电流源

v
J位于 z z z1 2≤ ≤ 的区域内。现在我们要

求电流源
v
J在 z z> 2和 z z< 1区域中辐射的场。根据本征函数展开理论，

v
J所辐射的场可以用无源

区域的波导模式场(本征函数系)展开，即 
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式中，
n

∑ 表示对所有可能出现的 TE和 TM模求和。于是，求场分布的问题转化为求系数Cn
+
和Cn

−

的问题。 

z1 z2

 J

z

y

 
图 14-2  波导中的电流源 
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    这里，我们不采用第一节介绍的确定系数的方法，而是采用更为简洁的方法。利用互易定理 
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       (14-12) 

选取
v
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v
H1为电流源

v
J的辐射场，

v
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v
H 2为第 n个波导模的场

v
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−
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v
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−
，
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J 2 0= 。

闭合面 s由波导壁、 z z= 1处及 z z= 2处横截面构成。 

    根据波导壁的边界条件 $ $n E n En× = × =−
v

1 0，波导壁上的面积分为零。因为模式是正交的，即 
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式中， s0为波导横截面。所以,   
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于是， C
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式中， P e h zdsn n
s

n= × ⋅∫2
0

v v
$ 。 

    同理，若把
v
E2，

v
H 2选取为

v
En

+ ,
v

H n
+
，则 
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l 横向线电流元的辐射 
    对于横向线电流元

v
J J y x x z z yy= − −( ) ( ) ( ) $δ δ0 0 ，由(14-13)和(14-14)得，所辐射的第 n个模

的振幅为 
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也就是说，一个模向电流源向两边区域所辐射的横向场的振幅是相等的。 
l 纵向线电流元的辐射 
    这时

v
J J x x y y zz= − −δ δ( ) ( ) $0 0 ，则 
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如果电流源 J z在 − < <ι ιz 之间是 z的对称函数。由于 ezn不是 z的函数而得 

C C
P

e J z zdsn n
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zn z n
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= − = ⋅∫
1 v $ cos β

ι
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             (14-16) 

所以，一个关于 z = 0对称的纵向电流源向两边区域所辐射的横向场的振幅是相反的。 
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l 线电流环的辐射场 
    对于电流为 I 的线电流环，所辐射的第 n个模的振幅为 

C
P

E Idn
n

n
c

+ −= − ⋅∫
1 v

$τ τ  

式中， $τ 是沿线电流环围线 c的单位矢量。由斯托克斯定律，得 
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1 v v

$ $τ τ  

式中， s为电流环的面积， $n为 s面的单位法向矢量。由∇ × = −− −v v
E j Bn nω ，可得 

C
j I
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B ndsn
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ω v

$                                       (14-17) 

同理，                 C
j I
P

B ndsn
n

n
s

− += ⋅∫
ω v

$                                       (14-18) 

可见，电流环所激励的第 n个模的振幅正比于穿过此电流环时的总磁通。 
    如果此电流环很小，

v
Bn在环面上近似为常数，则 

C
j
P

B Mn
n

n
± ±= ⋅

ω v v
                                         (14-19) 

式中，
v

M Isn= $为电流环的等效磁偶极矩。所以，小电流环的辐射可以等效为磁偶极子的辐射。 
 
三、非互易媒质中的本征波 

    考虑非互易媒质ε ε µ µ0 0r r, 。在无源情况下，满足 

∇ × =

∇ × = − ⋅




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v v

r v
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E j H
r
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ωε ε

ωµ µ
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                     (14-20) 

于是             ∇ × ∇ × = ⋅
v v
H k Hr r0

2ε µ                                         (14-21) 

考虑无限大空间的均匀平面波，设 v v v v
H H em

j r= − ⋅β                           (14-22) 

式中，
v

H m为常矢。 

 
应用矢量公式，可以证明 

∇ × ∇ × = − ⋅
v v v v v

H H Hβ β β2 ( )               (14-23) 

代入(14-21), 得  β β β ε µ2
0
2

v v v v v
H H k Hr r− ⋅ = ⋅( )                                     (14-24) 

把
v
H分解成平行于传播方向

v
β 的 ιH

v
分量和垂直于

v
β 的

v
H t分量，即  

                    
v v v

H H H t= +ι                                (14-25) 

则(14-24)变为 
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2 2

0
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写成矩阵形式为   
µ λ µ
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 = 0

       

v
v                                     (14-26) 

式中， λ β
ε

=
2

0
2k r

。上式便是求传播常数β的本征方程。 

使
v

H有非零解的充要条件是 

det
µ λ µ

µ µ

ι

ι ιι

tt t

t

I−













       

                
= 0                        (14-27) 

求得了 λ后，可得传播常数   β ε λ= k r0                                               (14-28) 
此时 β所对应的波，称为非均匀媒质中的本征波。 

    下面把上述结果应用铁氧体。假设传播方向为 z方向。 
l 纵向磁化。外场

v
H 0与传播方向

v
β 平行，这时 

µ
µ

µ
µ

r

jk
-jk=

















          0
        0

0      0     z

                             (14-29) 

于是，本征方程为                 det
µ λ

µ λ
µ

−
−

















=
            0

         0
 0          0        z

jk
-jk 0                         (14-3

0) 
即                         ( )µ λ− − =2 2 0k  

设 µ > k，则                  
λ µ
λ µ

1

2

= +
= −





k
k

                                       (14-3

1) 

λ1对应的本征矢为          
v

H
h
jh1

0
= −

















      

   
                                         (14-32) 

λ2对应的本征矢为          
v

H
h
jh2

0
=

















    
  
  

                                         (14-33) 

式中， h为任意常数。 
因此，在纵向磁化时，对应有两个本征波，一个是 xoy平面的右旋(相对于

v
H 0 )圆极化波，

v
H1，

对应的传播常数为 v
β ω ε ε µ µ1 0 0 0= +r k( )                      (14-34) 

另一个本征波是 xoy平面的左旋(相对于
v
H 0 )圆极化波

v
H 2，对应的传播常数为   

v
β ω ε ε µ µ2 0 0 0= −r k( )                     (14-35) 

l 横向磁化。
v

H0与传播方向垂直。设
v
H0为 y方向，则 
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µ
µ

µ
µ

r

-jk

 jk
=

















        0      
 0             0

        0      
z                             (14-36) 

本征方程为              0
         0           

0          0   
       0      

det =















−

−

µ
λµ

λµ

jk

-jk

z                               (14-37) 

即                  0)())(( 2 =−−−− λµµλµλµ zz k  

即                        








=

−
=−=

z

kk

µλ
µ

µ
µ

µλ

2

222

1                                 (14-3

8) 

本征值λ1，对应的本征矢为         



















−
=

 

0      
      

1

µ
jkh

k
H
v

                                (14-39) 

本征值 λ2对应的本征矢为      
v

H h2

0

0
=

















                                          (14-40) 

v
H1表示椭圆极化波，

v
H 2表示线极化波。其传播常数分别为 

β ω µ ε ε
µ

µ1 0 0

2 2

=
−

r

k
( )                      (14-41) 

β ω µ ε ε µ2 0 0= r z                             (14-42) 

在铁氧体中传播的任何波均可以分解为上述本征波的线性组合。 
 
 

习题  14 

    14-1  图 14-3所示为一同轴线-矩形波导探针激励装置。假设探针电流为无限细线电流形式 

0= ,
2

 ,0

   )(sin 00

zaxdy

ydkII

=≤≤

−=
    

    试求由此电流所激励的TE10模的振幅。 

    14-2  已知  
v v v v

H H em
j r= − ⋅β
，

v
Hm为常矢量，试证明：     

)(2 HHH
vvvvv

⋅−=×∇×∇ βββ 。 

    14-3  一平面波在无界等离子体中传播。传播方向与外加磁场
v
B B z0 0= $平行，张量介电常数为 

ε
ε ε

ε ε
ε

=

















1         0
       0

0     0     

2

2 1

3

 j
-j , 试求本征波的传播常数和场表示式。 

l zd x

y

0 a

b

图 14-3 同轴线一波导探针激励装置 
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 15-1 

 

第 15讲      Green函数法（I） 

 
15.1 Green函数法的基本思想 

考虑算子方程 
)()( rgrLu rr

=                                   (15-1) 
其中， L表示线性算子， g表示激励源， u表示待求的场解。 
    为了求解该方程，引入 Green函数 ),( rrG ′vv , 满足 

                        )(),( rrrrLG ′−=′ vvvv δ                                 (15-2) 
式中， rr ′vv, 分别表示场点和源点矢径。   

由于 )()( rrrr vvvv −′=′− δδ ，所以 ),(),( rrGrrG vvvv ′=′ ，即 Green函数具有对称性。根据 δ 函数的选

择性，当 vr ∈′v
时 )()()( rfvdrrrf

v

vvvv =′′−′∫ δ , 如果定义内积（反应）, ∫>=<
v

abdvba, , 则选择性可表

示为                )( )(),( rfrrrf vvvv =>′−′< δ  
于是，对(15-2)两边关于源 g取内积，得 
          )()(),(),(),( rgrrrgrrLGrg vvvvvvv >=′−′>=<′′< δ  
由于算子 L仅作用于场点 rv。所以，算子 L可提到内积符号外，即               

               )( ),(),( rgrrGrgL vvvv =>′′<                                    (15-3) 
与(15-1)比较可知    

             dvrrGrgrrGrgru
v

),()(),(),()( ′′>=′′=< ∫
vvvvvvv                           (15-4) 

从(15-2)可以看出，所谓 Green函数是
v

′r 处的点源在 vr 处产生的场，而源 g与 Green函数的内
积便是源产生的场。所以，Green 函数法的本质是利用点源产生的场展开求具体源产生的场，其展
开系数就是源函数。 

实际上，Green函数与本征函数关系密切，根据本征函数法的结果 

     ∑∑ >′′=<>′′<=
n

nn
nn

nn
n

rururgrururgru )()(1),()()(),(1)( vvvvvvv
λλ

           (15-5) 

与(15-4)比较，可知    

                 )()(1),( rururrG nn
n n

′=′ ∑ vvvv
λ

                            (15-6) 

这正是用本征函数展开法求解 Green函数的公式。 
    进一步，有 

∑ ∑ ′=′=′=′−
n n

nnn
n

rururLururrLGrr )()()()(1),()( vvvvvvvv
λ

δ           (15-7) 

也就是说，δ函数也可以用本征函数展开法求解，这为δ函数的研究提供了新途径。 
 
15.2 频域非齐次标量波动方程的 Green函数解 
    频域非齐次标量波动方程的一般形式为 

)()()( 22 rgrk vv −=+∇ ψ                           (15-8) 
引入 Green函数 ),( rrG ′vv

，满足 

)(),()( 22 rrrrGk ′−−=′+∇ vvvv δ                         (15-9) 
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应用 Green定理  ∫ ∫ ⋅∇−∇=∇−∇
v s

dsndv ˆ)()( 22 ϕφφϕϕφφϕ  

取 ),( rrG ′= vvϕ ， )(rvψφ = ，则 

∫
∫

⋅′∇′−′∇′=

′∇′−′∇′

s

v

dsnrrGrrrrG

dvrrGrrrrG

ˆ)],()()(),([

)],()()(),([

2

22

vvvvvv

vvvvvv

ψψ

ψψ
 

   考虑(15-8)和(15-9) ，以及 Green函数的对称性，上式左边可写为 

{ }

∫

∫

∫

+′′′−=

′′−′+′+∇′′=

′′−+′′+′∇′′

v

v

v

rvdrgrrG

vdrrrrkrrG

vdrrrrGkrrrrG

)()(),(

)]()()())(,([

)](),()[()(),(

22

22

vvvv

vvvvvv

vvvvvvvv

ψ

δψψ

δψψ

 

于是，得到了波函数的积分表达式 

∫ ∫ ′⋅′∇′′−′∇′′+′′′=
v s

sdnrrGrrrrGvdrgrrGr ˆ)],()()(),([)(),()( vvvvvvvvvv ψψψ        (15-10) 

在由(15-9)引入 Green函数 ),( rrG ′vv
时，非没有考虑 Green函数的边界条件。根据边界条件的不

同，Green函数可分为三类。 

1、 均匀无界空间中的 Green函数，记为 ),(0 rrG ′vv
。 

),(0 rrG ′vv
在整个均匀无界空间满足方程(15-9)，没有任何强制性的边界条件。但由于 Green 函

数是由点源产生的场，所以，在无限远处 ∞→′−= rrR vv
， ),(0 rrG ′vv

应满足自然边界条件 

0lim 0 =
∞→

G
R

                                   (15-11) 

2、 有界空间第一类 Green函数，记为 ),(1 rrG ′vv
。 

它满足第一类边值问题(Dirichlet边值问题)，即在边界 S上，满足 
0),(1 =′

srrG vv                                 (15-12) 

3、 有界空间第二类 Green函数，记为 ),(2 rrG ′vv
。 

它满足第二类边值问题(Neumann边值问题)，即在边界 S上，满足  

                 0
),(2 =
′

sn
rrG

∂
∂ vv

                               (15-13) 

应当注意，Green函数的使用与原场问题的边界并没有直接关系。 
对于有界区域的问题，仍可以使用无界空间的 Green函数 0G 。但是，这时为了求得波函数 )(rvψ ,

还需知道它在边界 S上的值及其法向导数。 
如果使用第一类 Green函数 1G ，则(15-10)变为 

∫ ∫ ′⋅′∇′′−′′′=
v s

sdnrrGrvdrgrrGr ˆ),()()(),()( 11
vvvrvvv ψψ       (15-14) 

这时，只需知道波函数在边界上的场值。同样，如果使用第二类 Green函数 2G ，则(15-10)变为 

∫ ∫ ′⋅′∇′′+′′′=
v s

sdnrrrGvdrgrrGr ˆ)(),()(),()( 22
vvvrvvv ψψ           (15-15) 

只需知道波函数在边界上的法向导数。 
 
15.3 均匀无界空间中的 Helmholtz算子的 Green函数 
    均匀无界空间 Helmholtz算子的 Green函数满足(15-9)以及自然边界条件(15-11)。将坐标系的原
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点选在 0=′−= rrR rv
处，则点源 )( rr ′− vvδ 在均匀无界空间中产生的波函数－Green 函数，一定是球

对称的，只与 R有关，因而球坐标系中的(15-9)可写成 

)()(1 2
2

2
RGkRG

dR
d

R
δ−=+                            (15-16) 

方程两边乘以 R，得                

                   RRGRkRG
dR
d )()( 2

2

2

δ−=+                          (15-17) 

注意到                            0)( =RRδ                                    (15-18) 
事实上， 0≠R 时上式显然成立。为了判别 0=R 时 RR)(δ 的值，在以 0=R 为球心半径趋于 0 的球

内积分，有 ∫ =
v

RdRR 0)(δ ，所以， 0=R 时(15-18)也成立。 

于是，(15-17)实际上是一个齐次波动方程，解为 jkRe
R
AG ±= ，其中， A为常数。考虑到G是位

于球心的点源产生的波函数，G只可能是外面波，所以应取    jkRe
R
AG −=               (15-19) 

    为了确定 A，将上式代入(15-9)，并在球心位于 0=R 、半径 R趋于 0的小球体积内积分，得 

∫ ∫ −=−=+∇
v v

dvRGdvk 1)()( 22 δ            (15-20) 

上式左边第一项当 0→R 时为 

ARe
R
Akje

R
A

dse
R
A

R
dsRGGdv

jkRjkR

R

jkR

s
R

v s
RR

ππ

∂
∂

44)(lim

)(limˆlimlim

2
20

00

2

0

−=−−=

=⋅∇=∇

−−

−

−

−−− ∫∫ ∫
 

左边第二项为    04limlim 2

0

2

0

2

0
== ∫∫ −

−−
dRRe

R
AkGdvk

R
jkR

R
v

R
π  

所以                      
π4
1

=A  

于是，均匀无界空间 Helmholtz算子的 Green函数为 

rr
errG

rrjk

′−
=′

′−−

vv
vv

vv

π4
),(                     (15-21) 

r
′r

$n∞

r
R

源区

0

P

rr

S∞

 
 

图 15-1场源分布在有限区域内 

 
15.4 Sommerfeld辐射条件 
    在均匀无界空间中，假定场源分布在有限区域中，作一足够大的闭合曲面 S 包含整个场源。于
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是，波函数满足(15-10)的积分表达式。根据场的叠加原理，(15-10)中体积分项表示闭合曲面 S 内的
源所产生的场，而面积分项则表示曲面 S 外的源的贡献。如果曲面 S 为无穷大曲面 ∞S ，在 ∞S 面外

不存在源，则面积分项应为零，即 

sdn
R

err
R

e jkR

S

jkR
′⋅∇′′−′∇′ ∞

−−

∫
∞

ˆ])()([ vv
ψψ                   (15-22) 

式中， ∞n 为 ∞S 面上的法向单位矢量。因为 ∞S 为无限大球面， ∞→R ，所以 ∞n 与 R
v
方向相反以及

Rr
rv

−=′ ，如图 15-1所示，于是 

2)(ˆˆ
R

e
R

ejk
R

e
R

n
R

en
R

e jkRjkRjkRjkRjkR −−−

∞

−

∞

−

−−==⋅−∇=⋅∇′
∂
∂

 

R
nr

∂
∂ψ

ψ =⋅′∇′ ∞ˆ)( v
 

代入(15-22)并考虑 Ω= dRds 2 ，其中 ϕθθ ddd sin=Ω 为立体角元，有 

0])([ =Ω++ −∫
∞

dejk
R

R jkR

S

ψψ
∂
∂ψ                        (15-23) 

为使上式成立，应有           








=+

=

∞→

∞→

0)(lim

lim

ψ
∂
∂ψ

ψ

jk
R

R

R

R

R
有限值

                             (15-24) 

上式称为 Sommerfeld辐射条件。当波函数满足(15-24)时，表示无穷远处不存在场源，波函数只表示
外向波，即辐射场。 
15.5 均匀无界空间中非齐次波动方程的解 

根据波函数的积分表达式(15-10)和 Sommerfeld 辐射条件，在均匀无界空间中当场源分布在有
限区域内时，波函数为                      

                   vd
R
ergr

v

jkR
′

′
= ∫

−

π
ψ

4
)()(

vv                                 (15-25) 

上式称为 Helmholtz积分，它就是均匀无界空间中当场源分布在有限区域内时非齐次波动方程的解。 
 
 
如果把ψ 看成是标位ϕ，那么由(15-25)可直接得到均匀无界空间中电荷分布在有限区域内时标位ϕ
的表示式                            

                    ∫ ′
′

=
−

v

jkR
vd

R
err

πε
ρ

ϕ
4

)()(
r

v                                (15-26) 

    我们也可以把ψ 看成是矢位 A
v
或 Hertz矢量 eΠ

v
、 mΠ

v
的每一个直角坐标分量，然后将三个直角

坐标分量相加，可求得均匀无界空间中场源分布在有限区域内时矢位 A
v
和 Hertz矢量 eΠ

v
、 mΠ

v
的表

示式为              
















′
′

=Π

′
′

=Π

′
′

=

∫

∫

∫

−

−

−

v

jkR

m

v

jkR

e

v

jkR

vd
R
erMr

vd
R

erPr

vd
R
erJrA

π

πε

π
µ

4
)()(

4
)()(

4
)()(

vr
vv

vr
vv

vr
vv

                               (15-27) 

 
15.6  时域非齐次波动方程的 Green函数解 
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 15-5 

应用 Fourier变换，我们可以从频域非齐波波动方程的 Green函数解(15-10)得到其时域方程解。  
    首先根据 Fourier变换及(15-10)，有 

dsnderrGrrrrG

vddergrrG

dertr

s

tj

v

tj

tj

ˆ),()()(),([
2
1

)(),(
2
1

)(
2
1),(

⋅












′∇′′−′∇′′+

′′′=

=

∫ ∫

∫ ∫

∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ωψψ
π

ω
π

ωψ
π

ψ

ω

ω

ω

vvrvrv

vrv

vv

 

再利用 Fourier逆变换，上式可写为 

dsndtdeerrGtr

tddeetrrrG

vdtddeetrgrrGtr

tjtj

tjtj

s

v

tjtj

ˆ]),(),(
2
1

),(),(
2
1[

),(),(
2
1),(

⋅′∇′′−

′′′∇′′+

′′′′=

∫

∫ ∫∫

∫ ∫ ∫

∞

∞−

′−

∞

∞−

′−
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

′−

ωψ
π

ωψ
π

ω
π

ψ

ωω

ωω

ωω

vvv

vrv

vrvv

 

于是 

   

dsntdttrrGtr

tdtrttrrGvdtdtrgttrrGtr
sv

ˆ]),,,(),(              

),(),,,([),(),,,(),(

⋅′′′∇′′−

′′′∇′′′+′′′′′=

∫

∫ ∫∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

rvv

vrvvvrvv

ψ

ψψ

      (15-28) 

                                   

式中，            ∫
∞

∞−

′−′=′′ ω
π

ω derrGttrrG ttj )(),(
2
1),,,(

rvrv                               (15-30) 

将算子 )(
2

2
2

t∂
∂

µε−∇ 作用于上式两边，可得 

∫∫
∞

∞−

′−
∞

∞−

′− ′−′∇=′′−∇ ω
∂
∂

π
µε

ω
π∂

∂
µε ωω de

t
rrGderrGttrrG

t
ttjttj )(

2

2
)(2

2

2
2 ),(

2
),(

2
1),,,()(

rvvvvv   

∫∫
∞

∞−

′−
∞

∞−

′− ′−−=′+∇= ω
π

δω
π

ωω derrderrGk ttjttj )()(22

2
1)(),()(

2
1 vvrv  

应用积分变换公式 ∫
∞

∞

=
－

)(
2
1

ιδω
π

ωι de j , 可得 

)()(),,ˆ,()( 2

2
2 ttrrttrrG

t
′−′−−=′′−∇ δδ

∂
∂

µε
rvv              (15-31) 

所以， ),,,( ttrrG ′′rv
就是时域 Helmholtz 算子的 Green 函数，它表示 tt ′= 时刻出现在 rr ′= vv

处的单位

点源产生的波函数。 
 

习题  15 
15-1  试证一维、二维标量波动方程的标量 Green函数分别为 

xxjke
k
jxxG ′−−−=′

2
),(0  
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  )(
4

),( )2(
00 ρρρρ ′−=′ vvvv HjG  

          式中， ρ ′′ v,x 为源点坐标， ρv,x 为场点坐标。 

    15-2  设算子
2

2

dx
dL −= ，它的 Green函数 ),( xxG ′ 满足边界条件 

      010 == == xx GG      ]1,0[∈x  

试证明，        




′−′
′′−

=′
x>     x)1(
x<     x)1(

),(
xx

xx
xxG  
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第 16讲        Green函数法(II) 
 

    本讲讨论应用 Green函数法求解电磁场的矢量波动方程 
JjEkE
vvv

ωµ−=−×∇×∇ 2                             (16-1) 

JHkH
vvv

×∇=−×∇×∇ 2                              (16-2) 
一、电磁场量的积分表示式 

    设由闭合面 s所包围的体积 v中包含场源 J
w
和 ρ。根据矢量 Green公式 

∫

∫
⋅×∇⋅−×∇⋅=

×∇×∇⋅−×∇×∇⋅

s

v

dnQPPQ

dvPQQP

ˆ)(

)(

vvvr

vvvv

                      (16-3) 

式中， n̂为 s面的外法向单位矢量。 

令                      






′=

=

arrGQ

rEP
vrvr

vvv

),(

)(
                                     (16-4) 

式中， av为任意常矢， ),( rrG ′vv
是算子 22( k+∇ )的 Green函数，满足 

arrarrGk vvvvvv )(]),()[( 22 ′−−=′+∇ δ                      (16-5) 
将(16-4)代入(16-3),  并考虑到 ),( rrG ′vv

的对称性，得 

{ }

{ }∫

∫
′⋅′×∇′×′−×∇′×′=

′′×∇′×∇′⋅′−′×∇′×∇′⋅′

s

v

sdnarrGrErEarrG

vdrEarrGarrGrE

ˆ),([)()(),(

)(),(]),([)(

vvvvvvvvv

vvvvvvvvvv

           (16-6) 

利用矢量恒等式             AAA
vvv 2)( ∇−⋅∇∇=×∇×∇  

         AfAfAf
vvv

⋅∇+⋅∇=∇ )(   
AfAfAf
vvv

×∇+×∇=×∇ )(     

以及(16-5)和 av为常矢的性质，可得 

arrarrGkarrG

arrGarrGarrG
rrrrrrrrr

rrrrrrrrr

)(),(]),([

]),([]),([]),([
2

2

′−+′+⋅′∇′∇′=

′∇′−′⋅∇′∇′=′×∇′×∇′

δ
                (16-7) 

arrGarrG vvvvvv ×∇′=′×∇′ ),(]),([                                    (16-8) 
将(16-7)，(16-8)，(16-1)以及 HjE

vv
ωµ−=×∇ 代入(16-6)，得 

{ }

{ }∫

∫∫
′⋅×′∇′×′−′−×′=

′′−′⋅′−′′−+′+⋅′∇′∇′⋅′

s

vv

sdnarrGrErHjarrG

vdrJjrEkarrGvdarrarrGkarrGrE

ˆ]),([)()]([),(

)]()([),()(),(]),([)( 22

vvvvvvvvvv

vvvvvvvvvvvvvvvvvvv

ωµ

ωµδ

             (16-9) 
进一步利用矢量恒等式 AfAfAf

vvv
⋅∇+⋅∇=⋅∇ )( ,可得 

{ } )(]),([)()),((
]),([)(

rEarrGrEarrG
arrGrE

′⋅∇′⋅′∇′−′⋅′∇′⋅∇′=

⋅′∇′∇′⋅′
vvvvvvvvvv

vvvvv
               (16-10) 

将(16-10)代入(16-9)，在(16-9)左边利用矢量积分公式和δ函数选择性，在(16-9)右边的面积分中应
用矢量三重运算恒等式 )()()( ACBBACCBA

vvvvvvvvv
×⋅=×⋅=×⋅ ，整理后得 
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[ ]

∫

∫ ∫∫
′′∇′×′×−′′×⋅=

′′⋅′⋅+′′∇′′⋅∇′−′′∇′′⋅⋅+⋅

s

v Vs

sdrrGrEnrrGrHnja

vdrrGrJjavdrrGrEasdrrGrEnarEa

)],()](ˆ[),()(ˆ[

),()(),()(),()(ˆ)(

vvvvvvvvv

vvvvvvvvvvvvvvvvvv

ωµ

ωµ

 

将 ερ=⋅∇ E
v

代入上式，并考虑到 av为任意矢量，便得到电场 E
v
的积分表示式 

{ } sdrrGrEnrrGrEnrrGrHnj

vdrrGrrrGrJjrE

s

v

′′∇′′⋅−′∇′×′×−′′×+

′′∇′′
−′′−=

∫

∫
),()(),()](ˆ[),()(ˆ

)],()(),()([)(

vvvvvvvvvvvv

vvvvvvvvv

ωµ

ε
ρ

ωµ

      (16-11) 

  同理，利用磁场 H
v
满足的波动方程(16-2)和矢量 Green公式可以得到磁场 H

v
的积分表示式 

{

} sdrrGrHnrrGrHn

rrGrEnjvdrrGrJrH
v s

′′∇′′⋅+′∇′×′×+

′′×−′′∇′×′−= ∫ ∫
),()(ˆ),()](ˆ[           

),()(ˆ),()()(

vvvvvvvv

vvvvvvvvv
ωε

                   (16-12) 

利用矢量公式
v v v v v v v v v
a b c b a c c a b× × = ⋅ − ⋅( ) ( ) ( )，(16-11)和(16-12)可以进一步简化为 

{ } sdrrGnrErrGrHnj

dvrrGrrrGrJjrE

s

v

′′∇′⋅′−′′×+

′∇′
′

−′′−=

∫

∫
),(ˆ)(),()(ˆ          

)],(
)(

),()([)(

vvvvvvvv

vvvvvvvvv

ωµ

ε
ρ

ωµ

                  (16-13) 

{

} sdrrGnrH

rrGrEnjvdrrGrJrH
v s

′′∇′⋅′+

′′×−′′∇′×′−= ∫ ∫
),(ˆ)(          

),()(ˆ),()()(

vvvv

vvvvvvvvvv
ωε

                 (16-14) 

    从上面公式可以看出，为了求得 v中的电场 E
v
或磁场H

v
不仅需要知道 v中的源，还需要知道闭

合面 s上的电磁场。至于需要 s面上哪些场分量是由 Green 函数的性质决定的。如果 ),( rrG ′vv
为无界

空间的 Green 函数 ),(0 rrG ′vv
，为了求得 v中的电场 E

v
需要知道 s面上的切向磁场分量和所有电场分

量，为了求得 v中的磁场 H
v
需要知道 s面上的切向电场分量和所有磁场分量。如果 ),( rrG ′vv

为第一类

Green函数 ),(1 rrG ′vv
，则需要知道 s面上所有电场分量或所有磁场分量。如果 ),( rrG ′vv

为第二类 Green
函数 ),(2 rrG ′vv

，则只需知道 s面上的切向磁场或切向电场分量，这正验明了电磁场的唯一性定理。 

 

二、电磁场的辐射条件 

    设均匀无界空间中所有场源分布在有限区域内。取闭合面 s为无限大球面，则在 s面所包围的
体积 v中包含了所有场源。由于(16-11)－(16-14)中右边的面积分项表示分布在 s面外的源对 v内场
的贡献，而无穷远处不存在源，所以该面积分项应为零。选取 Green函数 ),( rrG ′vv

为无界空间 Green
函数 ),(0 rrG ′vv

，即 

R
errG

jkR

π4
),(0

−

=′vv                                (16-15) 

式中， rrR ′−= vv
。在无限大球面上， Rn ˆˆ −= ，因此 

0
0

00 )1(),(ˆ),(ˆ G
R

jk
R

G
rrGnrrGn +−==′∇⋅−=′∇′

∂
∂vvvv               (16-16) 

于是(16-13)中的面积分项为 

∫ ′+′+′×
−

s

jkR
sd

R
e

R
jkrErHnj

π
ωµ

4
)]1)(()(ˆ[ vvvv

                    (16-17) 

    当 ∞→R 时，由于球面面积与 2R 成正比，所以为了使上式等于零，应有下列条件 
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





=×+

=

∞→

∞→

0)ˆ(lim

lim

HnER

ER

R

R vv

v

η

有限值
                                  (16-18) 

式中，
ε
µ

η = 为均匀空间中的波阻抗。 

    上式第一式说明，在离开场源很远的地方，电场的幅值随距离的变化至少按
R
1
减小。对(16-18)

第二项取 n̂的点积，得 
  0)ˆ(lim =⋅

∞→
EnR

R

v
                                     (16-19) 

所以 E
v
在 n̂方向的分量比

R
1
减小更快。 

    而第二式说明，当 ∞→R 时， 
nHE ˆ×=

vv
η                                       (16-20) 

即 E
v

, H
v

, n̂三者相互垂直，这与从球心发出的球面 TEM波向外传播的情况相同。这是因为 ∞→R 时

有限区域内的波源可以看作为位于球心的点源。因此，(16-18)保证了通过无限大球面的波是从波源
向无限远辐射的波。通常称(16-18)为电场在无穷远处的辐射条件。 
    同理，利用(16-14)中的面积分项，可以得到磁场辐射条件 







=−×

=

∞→

∞→

0)ˆ(lim

lim

HEnR

HR

R

R vv

v

η

有限值
                               (16-21) 

将上式中的第二式关于 n̂叉乘，即 
0)ˆˆˆ(lim =×−××

∞→
HnEnnR

R

vv
η     

利用 )ˆˆ()ˆ(ˆˆˆ nnEEnnEnn ⋅−⋅=××
vvv

以及(16-19)，可知(16-21)中的第二式与(16-18)的第二项相同。 

所以，电磁场的辐射条件可以统一表示为 













=×+

=

=

∞→

∞→

∞→

0)ˆ(lim

lim

lim

HnER

HR

ER

R

R

R

vv

r

r

η

有限值

有限值

                             (16-22) 

于是，在均匀无界空间中，当场源分布在有限区域 v中时，电磁场量可表示为 

vdrrGrrrGrJjrE
v

′′∇′
′

−′′−= ∫ )],()(),()([)( 00
vvvvvvvvv

ε
ρ

ωµ             (16-23) 

∫ ′′∇′×′=
v

vdrrGrJrH ),()()( 0
vvvvvv

                             (16-24) 

最后，讨论一下(16-11)－(16-14)中面积分项的被积函数中场量是 v内和 v外的源共同产生的总
场量，还是仅由 v外的源产生的场量。 

根据这些公式的推导过程知道，它们应该是总场量。但是，根据场的叠加原理， v内任一点的
场应该是 v内场源和 v外场源产生的场的叠加，(16-11)－(16-14)中的体积分项代表了 v内源产生的
场，所以面积分项代表的应该是 v外源产生的场。根据这一点，面积分项的被积函数中场量应该是
仅由 v外源在闭合面 s上产生的场量。因此，v内场源在 s面上产生的场量对面积分项没有贡献。如
果把它们代入面积分内，其积分结果必然为零。 
 
三、线天线的远区辐射场 

作为电磁场位函数的应用，我们讨论线天线的远区辐射场。所谓线天线就是一根很细的载流直
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导线，在横截面内电流密度 J
v
只有平行于导线的纵向分量且均匀分布。设天线中心位于坐标原点，

沿 z轴放置，如图 16-1所示。采用矢位 A
v
求解电磁场。 

 

x

z

yϕ

θ
l
2

− l
2

r

 
图 16-1   线天线 

 
    首先，考虑电流作时谐变化的线天线。已知无界空间中矢位 A

v
为 

vd
rr

erJrA
v

rrjk

′
′−

′
= ∫

′−−

vv
vvv

vv

π
µ

4
)()(                          (16-25) 

在远区 rr ′>> ，则        
rrr
11 ≈

′− vv                                       (16-26) 

    对于线天线元，长度 l极短， λ<<′r ，其中 λ为空间波长，则 

jkrrrjrrjk eee −
′−−′−− ≈=

vvvv
λ
π2

 
所以 

vdrJ
r

erA
v

jkr
′≈ ∫

−

)(
4

)( vvvv
π

µ                        (16-27) 

设线天线元上电流为 0I ，方向为 z轴方向，沿线均匀分布，则 ∫ =′
v

zlIvdrJ ˆ)( 0
vv

。于是上式变为 

ze
r

lIrA jkr ˆ
4

)( 0

π
µ

=vv
                                 (16-28) 

另一方面，根据并矢微分恒等式 rJrJrJ vvvvvv ∇⋅+⋅∇=⋅∇ )()( ， Ir =∇v  

以及并矢积分定理 dsrJndvrJ
sv

)(ˆ)( vvvv
∫∫ ⋅=⋅∇  和电流连续性方程 

0=⋅∇ ωρjJ＋
v

 

可以得到 
{ } ∫ ∫∫∫ ′′′+′′′⋅=′′′⋅∇′−′′⋅∇′=′′

s vvv

vdrrjsdrrJnvdrrJrrJvdrJ vvvvvvvvvvvvv
)(])([ˆ)]([])([)( ωρ  

式中， v为无界空间，闭合面 s为无限大曲面，在 s上 0=J
v

，所以上式右边的面积分项为 0。定义
辐射系统的电偶极矩为 

v v vP r r dv＝ ρ( )′ ′ ′∫                                  (16-29) 

则     
                     ∫ =′′

v

PjvdrJ
vrv

ω)(                                   (16-30) 

于是矢位 A
v
也可表示为 

jkreP
r

jrA
vvv

π
ωµ

4
)( =                                  (16-31) 
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    比较(16-31)与(16-28)可知，电偶极矩 P
v
为 

z
j

lIP ˆ0

ω
=

v
                                       (16-32) 

静电场中电偶极子是由彼此相距 l的两个点电荷 + Q和 − Q构成的，其电偶极矩为 
                      zQlP ˆ=

r
                                       (16-33) 

    对于极短的线天线元而言，当电流流入导线元的一端时，必然引起该端上的电荷量发生变化，
根据电流连续性可知， 0IQj =ω 。所以，一段极短的线天线元可以等效一个振荡的电偶极子，电荷

量
ωj

I
Q 0= 。如图 16-2所示。 

I0 ⇒
•
•

l l

Q

− Q
 

图 16-2  线天线元等效为振荡的电偶极子 

 
    对于有限长的线天线，可以看成无数个线天线元的叠加，在远区 rr ′>> ，(16-26)的近似仍然成
立。但相位因子 jkRe− 在整个天线上变化可能很大，取近似 

rrrrrrrrrR ′⋅−≈′⋅−′+=′−= vvvvv ˆ222  

于是，(16-25)近似为 

∫ ′′= ′⋅
−

v

rrjk
jkr

vderJ
r

erA
vvvvv ˆ)(

4
)(

π
µ                               (16-34) 

对于非常细的线天线，在横截面内积分时 zzrjkrrjk ee ′′⋅′⋅ ≈ ˆˆˆ v
。设电流为 I z( )，则 

∫ ′′= ′′
−

l

zjk
jkr

zdezI
r

erA θ

π
µ cos)(

4
)(

vvv
                            (16-35) 

式中， zr ′⋅=′ ˆˆcosθ ，θ 为矢径 rv与 z轴的夹角。如果知道了线上的电流分布，利用(16-35)不难得到
线天线在远区的矢位。 
    但是，实际中只知道线天线的激励点，而确定线天线上的电流分布却是一件不容易的事情。作
为简单的近似，通常假定天线上的电流作正弦变化，并且天线两端开路，电流为零。如果天线在中

心处 )0( =z 被激励，则天线上的电流分布以 0=z 点对称，并可写成 

2
)

2
(sin)( 0

lzzlkIzI ≤′′−=′                          (16-36) 

实验测量表明，在一定频率范围内，上述假设是合理的。 
    对于这种电流分布，可得 

θ

θ

π
µ

2
0

sin

)
2

cos()cos
2

cos(

2
ˆ

)(

klkl

e
kr
zI

rA jkr
−

= −vv
                     (16-37) 

一旦求出了矢值 )(rA vv
，利用 AB

vv
×∇=

µ
1

，
v v
E

j
H= ∇ ×

1
ωε

，便可得到线天线在远区的辐射场，进

而研究线天线的特性。 
    我们再考虑以任意规律变化的线天线元的辐射场。在时域，矢位 A

v
为 

∫ ′
−′

=
v

vd
R

c
RtrJ

trA
π

µ

4

),(
),(

vv
vv

                               (16-38) 
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式中， c为电磁波在自由空间中的传播速度。对于无限细无限短的线天线元，当 rr ′>> 时 

c
rttc

rtt

v

t
tp

r
z

t
tq

r
lz

zc
rtlI

r
dvc

rtJ
r

trA

−=′−=′ ′
′

=
′
′

=

−=−≈ ∫

∂
∂

π
µ

∂
∂

π
µ

π
µ

π
µ

)(
4

ˆ)(
4

ˆ          

ˆ)(
4

)(
4

),( 0
vvv

               (16-39) 

式中， ∫ ′′=
t

tdtItq
0

)()( ， ltqtp )()( = 。在球坐标系中， 

θθθ ˆsinˆcos zz ArAA −=
v

 

式中，
c

rttz t
tp

r
A

−=′′
′

=
∂

∂
π
µ )(

4
。 

于是电磁场量 

c
rtt

zz

zz

c
tp

r
tp

ArrA
r

r
r

rAA
r

rrr

r
AH

−=′

′′′
+

′′
=

−−

−

=×∇=

])()([
4

sinˆ

)]cos(sin)sin(sin[
sin
1ˆ=

   

0       sin    cos 

                            

  ˆsin         ˆ                ˆ      

sin
11

2

2

2

π
θ

ϕ

θθθ
∂
∂

θ
θµ

ϕ

θθ
∂ϕ
∂

∂θ
∂

∂
∂

ϕθθ

θµµ

vv

 

 

H
j

E
vv

×∇=
ωε
1  

 
习题  16 

 
16-1  试推导磁场

r
H的积分表达式 

{

}

v v v v v v v v v

v v v v v v v v

H r J r G r r dv j n E r G r r

n H r G r r n H r G r r ds
sv

( ) ( ) ( , ) $ ( ) ( , )

[ $ ( )] ( , ) $ ( ) ( , )

= − ′ × ′∇ ′ ′ − × ′ ′

+ × ′ × ′∇ ′ + ⋅ ′ ′∇ ′ ′

∫∫ 0 0

0 0

ωε

           
 

 
16-2 设有两个电荷 + q和 − q，开始时都位于坐标原点， t = 0时刻突然将两个电荷沿 z轴方  

向拉开，两电荷间距为 l。求此电偶极子产生的电磁场。 
 

♦♦ 
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第 17讲        并矢 Green函数 

 
17.1 并矢 Green函数的定义 

设有一 x方向的点电流源 

xrr
j

rJ x ˆ),(1)()( ′−=
rvvv

δ
ωµ

                           (17-1) 

在空间产生的电磁场记为 









′−=

′=

),(1
),(

)()(

)()(

rrG
j

H

rrGE

x
m

x

x
e

x

rvvv

rvvr

ωµ

                             (17-2) 

根据 Maxwell旋度方程，可得 







′+′−=′×∇

′=′×∇

),(ˆ)(),(

),(),(
)(2)(

)()(

rrGkxrrrrG

rrGrrG
x

e
x

m

x
m

x
e

rvvrvrvv
rvvrvv

δ
              (17-3) 

同理，分别设 y方向和 z方向点电流源 

yrr
j

rJ y ˆ)(1)()( ′−−=
rvvv

δ
ωµ

                           (17-4) 

zrr
j

rJ z ˆ)(1)()( ′−−=
rvvv

δ
ωµ

                           (17-5) 

它们在空间产生的电磁场分别记为 









′−=

′=

),(1
),(

)()(

)()(

rrG
j

H

rrGE

y
m

y

y
e

y

rvvv

rvvv

ωµ

                           (17-6) 









′−=

′=

),(1
),(

)()(

)()(

rrG
j

H

rrGE

z
m

y

z
e

z

rvvv

rvvv

ωµ

                           (17-7) 

同样根据 Maxwell旋度方程，可得 







′+′−=′×∇

′=′×∇

),(ˆ)(),(

),(),(
)(2)(

)()(

rrGkyrrrrG

rrGrrG
y

e
y

m

y
m

y
e

rvvrvrvv
rvvrvv

δ
             (17-8) 







′+′−=′×∇

′=′×∇

),(ˆ)(),(

),(),(
)(2)(

)()(

rrGkzrrrrG

rrGrrG
z

e
z

m

z
m

z
e

rvvrvrvv
rvvrvv

δ
              (17-9) 

引入并矢函数 

zrrGyrrGxrrGrrG z
e

y
e

x
ee ˆ),(ˆ),(ˆ),(),( )()()( ′+′+′=′ rvvrvvrvvrv              (17-10) 

zrrGyrrGxrrGrrG z
m

y
m

x
mm ˆ),(ˆ),(ˆ),(),( )()()( ′+′+′=′ rvvrvvrvvrv              (17-11) 

式中 ),( rrG e ′rv
称为电并矢 Green函数， ),( rrG m ′rv

称为磁并矢 Green函数。利用(17-3),(17-8),(17-9)，

容易证明 







′+′−=′×∇

′=′×∇

),()(),(

),(),(
2 rrGkrrIrrG

rrGrrG

em

me

rvrvrv

rvrv

δ
              (17-12) 
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    通过上述推导可以看出，并矢 Green函数可以看成是并矢点电流源 ωµδ jrrIJ )( ′−−= vv
在空间

产生的并矢电磁场。(17-12)就是并矢电磁场所满足的 Maxwell 方程。对(17-12)取旋度，可得并矢
Green函数满足的波动方程 

)(),()( 2 rrIrrGk e ′−=′−×∇×∇
rvrv δ                       (17-13) 

)]([),()( 2 rrIrrGk m ′−×∇=′−×∇×∇
rvrv δ                  (17-14) 

eG 与 mG 不是独立的，它们由(17-12)联系在一起。所以在求解电磁场时只需其中一个即可。 

    下面主要讨论电并矢 Green函数 eG 。 
电并矢 Green函数除满足波动方程(17-13)外，在边界面上还应满足一定的边界条件。根据边界

条件的不同，电并矢 Green函数可分为以下几类: 

    a、无界空间电并矢 Green 函数，记为 ),(0 rrG e ′vv
。它在无穷远处满足辐射条件，根据电场的辐

射条件，可得到 0eG 的辐射条件。 

0)],(ˆ),([lim 00 =′×+′×∇
∞→

rrGnjkrrGR ee
R

vvvv                 (17-15) 

    b、第一类电并矢 Green函数，记为 ),(1 rrG e ′vv
，在边界上满足 

0),(ˆ 1 =′× rrGn e
vv                              (17-16) 

    c、第二类电并矢 Green函数，记为 ),(2 rrG e ′vv
，在边界上满足 

0),(ˆ 2 =′×∇× rrGn e
vv                            (17-17) 

 
17.2 并矢 Green函数的对称性 

电并矢 Green函数具有如下对称性 

                  ),()],([ rrGrrG e
T

e ′=′ vvvv                           (17-18) 

式中, T[] 表示转置. 

证明：考虑并矢 Green公式 

 ∫∫ ××∇+×∇×⋅−=⋅×∇×∇−×∇×∇⋅
sv

dsQPQPndvQPQP ][ˆ)(
vvvv

      (17-19) 

式中， n̂为闭合面 s的外法向单位矢量。 

取 arrGP ae
vvvv

⋅= ),( ， ),( be rrGQ vv= ，其中， av为任意常矢量。 

利用电并矢 Green函数满足的波动方程(17-13)，有 

dsrrGarrG

rrGarrGn
dvrrGrraarrGk

rrIrrGkarrG

beae

b
s

eae

beaae

v
bbeae

)},(]),([

)],([]),({[ˆ
)},()](),([

)](),([]),({[

2

2

vvvvv

vvvvv
vvvvvvvv

vvrvvvv

×⋅×∇+

×∇×⋅⋅−=

⋅−+⋅−

−+⋅⋅

∫

∫
δ

δ

                (17-20) 

利用并矢恒等式 )()()( cabcbacba ×⋅−=⋅×=×⋅ vvvvvv                                (17-21) 

   cbacba vvvv ⋅×=⋅× )()(                              (17-22) 

(17-20)右边的面积分项可写为 
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dsrrGarrGnrrGnarrG

dsrrGnarrGrrGarrGn

beae

s
beae

beae

s
beae

)},()],(ˆ[]),(ˆ[),({

)]},(ˆ[)],([]),([)],(ˆ{[

vvvvvvvvvv

vvvvvvvvvv

⋅⋅×∇×−×∇×⋅⋅=

×⋅⋅×∇−×∇⋅⋅×−

∫

∫
 

所以，不论 eG 是哪类电并矢 Green函数，上式右边均为零。于是 

),()],([)],([ ba
T

abeabe rrGarrGaarrG vvvvvvrvv ⋅=⋅=⋅  
由于 av为任意常矢量，从上式两端可消去 av，然后用 rv代替 ar

v
，用 r ′v 代替 br

v
，则(17-18)得证。 

    同理，利用矢量 Green第一定理 

∫∫ ⋅×∇×=×∇×∇⋅−×∇⋅×∇
sv

dsnPQdvPQQP ˆ)(])()[(
vvvvvv

          (17-23) 

可以证明      ),()],([ 00 rrGrrG e
T

e ′×∇=′×∇′ vvvv                             (17-24) 

),()],([ 21 rrGrrG e
T

e ′×∇=′×∇′ vvvv                             (17-25) 

),()],([ 12 rrGrrG e
T

e ′×∇=′×∇′ vvvv                             (17-26) 

 
 
17.3 电磁场量并矢 Green函数积分表示 

在并矢 Green公式(17-19)中，取 )(rEP vvv
= ， ),( rrGQ e ′= vv

。 

考虑到电场满足的波动方程和电并矢 Green函数满足的波动方程(17-13)，则有 

∫

∫

′××∇+′×∇×⋅−=

′⋅−−′−+′⋅

s

ee

e

v

e

dsrrGrErrGrEn

dvrrGrJjrEkrrIrrGkrE

)},()]([),()({ˆ

)},()]()([)](),([)({ 22

vvvvvvvv

vvvvvvvvvvvv
ωµδ

 

利 用  )()}()({ rEdvrrIrE
v

′=′−⋅∫
vvvvvv

δ ， )()( rHjrE rrvv
ωµ−=×∇ ， 以 及并 矢 公式 (17-21) ，可 得

 )]},(ˆ[)()],(ˆ[)({

),()(

 )},()](ˆ[),()](ˆ{[

),()()(

∫

∫

∫

∫

′×⋅−′×∇×⋅+

′⋅−=

′⋅×−′×∇⋅×−

′⋅−=′

s

ee

v

e

s

ee

v

e

dsrrGnrHjrrGnrE

dvrrGrJj

dsrrGrHnjrrGrEn

dvrrGrJjrE

vvvvvvvv

rvvv

vvvvvvrv

rvvrvv

ωµ

ωµ

ωµ

ωµ

 

将上式中带撇与不带撇的量互换，可得 

          

∫

∫

∫

∫

′′×⋅′−′×∇′×⋅′+

′⋅′−=

′′⋅′×−′×∇′⋅′×−

′′⋅′−=

s

ee

v

e

s

ee

v

e

sdrrGnrHjrrGnrE

dvrrGrJj

sdrrGrHnjrrGrEn

vdrrGrJjrE

} )],(ˆ[)()],(ˆ[)({

),()(

} ),()](ˆ[),()](ˆ{[

),()()(

vvvvvvvv

rvvv

vvvvvvrv

rvvrvv

ωµ

ωµ

ωµ

ωµ

                    (17-27) 

同理，根据磁场满足的波动方程和并矢 Green公式，可得磁场的积分表示式 

         

sdrrGnrHrrGnrEjvdrrGrJ

sdrrGrHnrrGrEnjvdrrGrJrH

e

s

e

v

e

e

s

e

v

e

′′×∇′×⋅′+′×⋅′+′′⋅′×∇′=

′′×∇′⋅′×+′⋅′×−′′⋅′×∇′=

∫∫

∫∫

)]},(ˆ[)(),(ˆ)({),()(

)},()](ˆ[),()](ˆ[{),()()(

vvv)vvvvrvvv

vvrvvvvvrvvvvv

ωε

ωε
         

       (17-28) 
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在(17-27)和(17-28)中，如果 eG 为无界空间电并矢 Green 函数 0eG ，则根据对称性(17-18)和
(17-24)，可得 

sdrErrGnrHrrGnjvdrJrrGj

sdrEnrrGrHnrrGjvdrJrrGjrE

e

s

e

v

e

e

s

e

v

e

′′⋅′×∇×−′⋅′×−′′⋅′−=

′′×⋅′×∇−′×⋅′+′′⋅′−=

∫∫

∫∫

)}()],(ˆ[ )()],(ˆ[{)(),(

)]}(ˆ[),( )](ˆ[),({)(),()(

000

000

vvvvvvvvvrrv

rvvvvvvvvrrvvv

ωµωµ

ωµωµ
  (17-29) 

sdrHrrGnrErrGnjvdrJrrG

sdrHnrrGrEnrrGjvdrJrrGrH

e

s

e

v

e

e

s

e

v

e

′′⋅′×∇×+′⋅′×+′′×∇′⋅′=

′′×⋅′×∇+′×⋅′−′′×∇′⋅′=

∫∫

∫∫

)}()],(ˆ[)(),({)(),(

)]}(ˆ[),()](ˆ[),({)(),()(

000

000

v)vvvvvvrvvrv

rvvvvvvvvvrvvv

ωε

ωε
(17-30) 

    当源分布在有限区域内时，取 s面足够大，使源分布在 s面所包围的体积内，则(17-29)和(17-30)
中的面积分项为零，于是 










′′×∇′⋅′=

′′⋅′−=

∫

∫
vdrJrrGrH

vdrJrrGjrE

v
e

v
e

)(),()(

)(),()(

0

0

vvrvvvv

vvrvvvv
ωµ

                          (17-31) 

    在(17-27)和(17-28)中，如果取 eG 为第一类电并矢 Green 函数 1eG ，当边界 s面是理想电壁时，

利用 1eG 和电场的边界条件以及对称性(17-18)，可得， 

∫ ′′⋅′−=
v

e vdrJrrGjrE )(),()( 1
vrrvvv

ωµ                            (17-32) 

    当边界 s面是理想磁壁时，利用 1eG 和磁场的边界条件以及对称性(17-18)，可得 

vdrJrrGrH
v

e ′′×∇′⋅′= ∫ )(),()( 1
vvrvvvv

                            (17-33) 

在(17-27)和(17-28)中，如果取 eG 为第二类电并矢 Green函数 2eG ，如果边界 s面是理想电壁，
则磁场积分表示式中只剩下体积分项，即 

vdrJrrGrH
v

e ′′×∇′⋅′= ∫ )(),()( 2
vvrvvvv

                          (17-34)  

如果边界是理想磁壁，则电场表示式中只有体积分项，即 

∫ ′′⋅′−=
v

e vdrJrrGjrE )(),()( 2
vrrvvv

ωµ                           (17-35) 

 
三、并矢 Green函数的求解 

1、 无界空间电并矢 Green函数 
    已经知道，电场可由矢位表示为 

)](1)([)( 2 rA
k

rAjrE vvvvvv
⋅∇∇+−= ω  

                             vdrrGrJrA
v

′′= ∫ ),()()( 0
vvvvvv

µ  

式中， jkRe
R

rrG −=′
π4
1),(0

vv
为无界空间标量 Green函数。 

    若电流源为 xrr
j

J x ˆ)(1)( ′−−= vvv
δ

ωµ
，则 xrrG

j
xA ˆ)(1)( 0 ′−−= vvv

ω
，那么 

xrrG
k

rrGrE x ˆ),()11()()( 02
)(

0 ′∇∇⋅+=′−= vvvvvvv
              (17-36) 
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显然， )()(
0 rrG x ′− vvv

满足波动方程 

xrrrrGk x ˆ)()()( )(
0

2 ′−=′−−×∇×∇ vvvvv
δ                   (17-37) 

和辐射条件 
0)],(ˆ),([lim )(

0
)(

0 =′×+′×∇
∞→

rrGnjkrrGR xx

R

vvvvv
              (17-38) 

同理，当电流源分别为 ŷ和 ẑ方向的点源时，电场 )(
0

yG
v
和 )(

0
zG

v
分别满足与(17-36)-(17-38)形式相同的

方程，只需将上标 )(x 改为 )(y 或 )(z 即可。 

于是，我们得到无界空间电并矢 Green函数 

),()1()],()[11(),( 02020 rrG
k

IrrGI
k

rrG e ′∇∇+=′∇∇⋅+=′ vvvvvv          (17-39) 

它满足波动方程(17-13)和辐射条件(17-15)。 
    2、半空间第一类电并矢 Green函数 

设一无限大接地导电平面所形成的半空间中有一并矢点电流源 ωµδ jrrIJ )( ′−−= vv
，它所产生

的并矢场 ),(1 rrG e ′vv
在导电平面上满足边界条件 0),(ˆ 1 =′× rrGn e

vv
。并矢场 1eG 就是我们要求的半空间

第一类电并矢 Green 函数。根据镜像原理， 1eG 可以看成是不存在导电平面的全空间中 J及其镜像

ωµδ jrrzzIJ )()ˆˆ2( ′′−−=
′ vv

在上半空间中产生的并矢场，其中 zzrr ˆ2 ′−′=′′ vv
是镜像的位置。如图 17-1

所示。 
 

J
′ r

′′r

rrr
′r

J P
rrr

′r

J P

 
图 17-1  采用镜像法求半空间第一类电并矢 Green函数G e1  

J和
′

J 在全空间中产生的并矢场分别为 

),()1(),( 020 rrG
k

IrrG ′∇∇+=′ vvvv  

),()]ˆˆˆ(1ˆˆ2[

)],()ˆˆ2)[(11(),(

02

020

rrG
z

z
y

y
x

x
k

zzI

rrGzzI
k

rrG

′′+−−∇++−=

′′+−∇∇⋅+=′′
′

vv

vvvv

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

由于                  ),(),( 00 rrGrrG ′∇′−=′∇ vvvv  

x
rrG

x
rrG

′
′′

−=
′′

∂∂
∂ ),(),( 00

vvvv
 

y
rrG

y
rrG

∂∂
∂ ),(),( 00 ′′

−=
′′ vvvv

 

z
rrG

z
rrG

∂∂
∂ ),(),( 00 ′′

+=
′′ vvvv

 

则                   ),()1(),( 020 rrG
k

IrrG ′∇′∇−=′ vvvv  
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),()1ˆˆ2(),( 020 rrG
k

zzIrrG ′′∇′∇++−=′′
′ vvvv  

于是   

),(ˆˆ2)],(),()[1(

),(),(),(

0002

001

rrGzzrrGrrG
k

I

rrGrrGrrG e

′′+′′−′∇′∇==

′′
′

+′=′

vvvvvv

vvvvvv
         (17-40) 

 
 

习题  17 
 

17-1 证明 [ ( , )] ( , )′∇ ′ = ∇ × ′G r r G r re
T

e0 0
v v v v

 

    17-2  已知无限大导体平面上方有一电流源 v
J y z x x y y z z= + − − −( $ sin $ cos ) ( ) ( ) ( )θ θ δ δ δ0 0 0 0 0  

         试利用公式 

                
v v v v vE j G r r J r dve

v

= − ′ ⋅ ′ ′∫ωµ0 1( , ) ( )  

         求电场表示式。 
  

                                                                       ♦♦ 
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第 18讲  Einstein相对论 
 

1905 年 Einstin27 岁时在一篇<<运动物体中的电动力学>>的文章中，提出了后来被称为“狭义相
对论”的理论，宣告了 Newton经典绝对时空观的破产，建立了全新的相对时空观，对物理学产生了革
命性的变化。狭义相对论也是研究运动系统电磁场特性的基础。 
    Einstein相对论的诞生不是孤立的。它是十九世纪末物理学研究，特别是电磁学和光学研究中很多
新结果与经典物理学的时空观发生尖锐矛盾的必然结果。 
 
18.1 绝对时空观 — 伽利略变换 
    自古以来，空间概念来源于物体的广延性，时间概念来源于过程的延续性。 

所有的物理定律，几乎都是在表明一定的物体在空间中的活动情况怎样随着时间而变化。 
一个物体的位置，或一事件发生的地点只有参照另外一个适当选择的物体，才能表达出来。 
所以，空间与时间即做为物理事件发生的载体，又可以做为用空间坐标和时间坐标描述事件的参

照系。 
我们可以采用任何一种参考系来描述物理事件和表述其定律。但是只存在一个或一些参考系，在

这些参考系中物理定律比较简洁，即在这些参考系中物理定律比在其他参考系中包含较小的因素。对

于力学而言，在所有可以想像的参考系中，存在着一些参考系，根据这些参考系，惯性定律可以写成

大家所常见的形式，即在没有外力作用时，物体保持匀速直线运动。这样的参考系称为惯性系。 
相对于惯性系做匀速直线运动的任何参考系也是惯性系。绝对时空观的代表人 Newton认为在这些

惯性系中存在一个绝对静止的空间。 
根据绝对时空观，惯性系间空间和时间坐标的关系可以用伽利略变换来描述。设惯性系 S ′相对于

惯性系 S以速度 v匀速直线运动。选取它们的 x和 x′轴沿着运动方向， y和 y′轴、 z和 z ′轴平行，则
空间一点 P的坐标在 S系中为 ),,( zyx ,在 S ′系中为 ),,( zyx ′′′ ，如图 18-1所示。 

z

y

x x,  ′

′y

′z

′SS

′00

rv

 
图 18-1惯性系 S ′相对 S匀速直线运动 

 
设在 S系和 S ′系中时间分别用 t和 t ′表示，在 0=′= tt 时刻，两惯性系的坐标原点重合。 

伽利略变换可表述为: 

                   











=′
=′
=′

−=′

tt
zz
yy

vtxx

                                 (18-1) 

    根据伽利略变换，绝对时空观认为： 
l 时间坐标是绝对的，与空间坐标及惯性系运动速度无关； 
l 速度满足经典力学中的相加原理，即如果在 S ′系中一质点沿 x′轴以速度u′作匀速运动，则在 S系

中，观察到的质点的速度为 vuu +′= ； 
l 牛顿力学定律在所有惯性性中保持形式不变。即力学定律满足相对性原理。 

设 S系中牛顿方程为
2

2

dt
xdmmaF == 。根据伽利略变换，有

2

2

2

2

td
xd

dt
xd

′
′

= 。即在 S和 S ′系中加速度

保持不变，设在 S和 S ′中力和质量不变即 FF ′= ， mm ′= ，则牛顿方程保持不变。因为力学定律在所

有惯性系中都取相同的形式，所以，从力学观点看，一切惯性系都是等效的。 
我们把一物体的运动与某一不受任何力作用的质点的运动进行比较，就可以知道，这物体是“加

速的”还是“未加速的”。但是物体是“静止”的还是作“匀速运动”，完全取决于用来描述它的惯性
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系。如果存在一个绝对的静止空间，那末利用任何力学试验都无法找到它。在低速物质世界的试验已

证明了伽利略变换的正确性，换句话，在低速物质世界中，绝对时空观是成立的。 
但是，十九世纪末在利用电磁学和光学寻找绝对静止空间的试验研究中所发现的结果却对绝对时

空观提出了严重的挑战。十九世纪六十年代 Maxwell 建立了著名的电磁场方程，预言了电磁场可以脱
离源而以波的形式在空间传播。光本身也是一种电磁波，在真空中光速为 8103×=c 公里。这些预言后

来被 Hertz实验所证实。 
光速 c作为从 Maxwell方程解出的电磁波的传播速度，是一个与光源的速度没有关系的普适常数。

但是，如果在 S ′系中有一光源发射一束光，当光沿 x′± 方向传播时，根据伽利略变换，在 S 系中测得
的光速应为 vc ± 。 

也就是说，在伽利略变换下，Maxwell 方程在不同的关系中形式将发生变化，即不满足相对性原
理。如果有这样一个参考系，光在各个方向传播的速度都是一样的，Maxwell方程具有最简洁的形式，
那么就可以用这样的参考系来定义“绝对静止”和“绝对运动”，也就证明了绝对静止空间的存在。 

在十九世纪末人们认为通过对光速的测量，应该可以找到这个唯一的绝对参考系。很多实验物理

学家做了大量相关的实验，最著名就是迈克耳逊实验。 
但是，所有的实验都没有成功。相反地，所有的实验好象都表明光速是不变的，即相对性原理也

适用Maxwell方程。理论与实验的矛盾在当时引起了很大的困惑。1900年著名的英国物理学家开尔文
(威廉汤姆逊)在一篇瞻望二十世纪物理学的文章中说：“在已基本建成的科学大厦中，后辈物理学家只
要做一些零碎的修补工作就行了”，“但是，在物理学晴朗天空的远处，还有两朵小小的令人不安的乌

云”。这两朵乌云，指的是当时物理学无法解释的两个实验，一个是热辐射实验，它导致了量子力学的

诞生。另一个就是迈克耳逊实验，它引出了 Einstein相对论。 
 
18.2 对时空观──Lorentz变换 

为了解决理论与实验的矛盾，许多物理学家如荷兰物理学家 Lorentz、法国物理学家彭加勒、英国
物理学家拉摩等都提出了一些新理论，但由于他们始终没有摆脱绝对时空观，限制了他们再向前迈进

一步。只有 Einstein 抛弃了绝对时空观，提出了相对时空观，才去除了理论与实验间的鸿沟。而把相
对时空观用于物理学，就产生了狭义相对论。 
    Einstein狭义相对论基于以下两条公理： 
l 相对性原理：任何惯性系中物理学定律的形式保持不变。因此，世界上不存在任何特殊优越的绝

对参考系。 
l 光速不变原理：真空中的光速相对任何惯性系沿任何方向恒等于 c，并且与光源运动无关。 

我们知道，光速不变性是 Maxwell 方程的推论，因此，要求光速不变也就是要求相对性原理对
Maxwell方程成立。因此，两个公理是彼此联系的，不矛盾的。 

利用光速不变原理，可以导出反映相对时空观的 Lorentz 变换。考虑图 18-1 所示的两个惯性系。
由于它们相对匀速运动，所以，一个“事件”发生，它在 S ′系中的空时坐标 ),,,( tzyx ′′′′ 与它在 S系中
的空时坐标 ),,,( tzyx 之间是线性关系。考虑到 zy, 方向与 x方向垂直，而运动只有 x方向，所以可设 

                











+=′
=′
=′

+=′

taxat
zz
yy

taxax

2221

1211

                                  (18-2) 

    为了确定系数 22211211 ,,, aaaa ，首先考察 S ′系坐标原点 0′的运动。在 S ′系中 0′的坐标 0≡′x ，但

在 S系中， 0′的坐标为 vtx = ，代入(18-2)第一式得 
tavta 12110 +=  

即                     vaa 1112 −=                                    (18-3) 
其次，应用光速不变原理。设当两个坐标系原点 0和 0′重合的一瞬间（即 0=′= tt ），从原点发出

一束光。根据光速不变原理，光在两个惯性系中均以速度 c传播。 
在 S系中 t时刻光到达的坐标 ( )zyx ,, 满足 

           ctzyx =++ 222                                   (18-4) 
而在 S ′系中 t′时刻光到达的坐标 ( )zyx ′′′ ,, 满足 
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             tczyx ′=′+′+′ 222                                  (18-5) 

于是,                    )( 222222222 ttczzyyxx ′−=′−+′−+′−  
将(18-2)以及(18-3)代入得 

])([)( 2
2221

2222
11

2 taxatcvtxax +−=−−  

即             0)()(2)1( 222
22

222
112221

22
11

22
21

22
11 =+−+−−− tcacvaxtaacvaxaca  

由于 tx, 连续可变，所以，为使上式成立，应有 

                      










+=

−=

−=

222
11

2
22

2

2
112221

2

2
11

2
21

2 1

cvaac

vaaac

aac

                               (18-6) 

于是，上式中第一式乘以第三式，得 
))(1( 222

11
2
11

2
22

2
21

4 cvaaaac +−=  
再利用第二式，得 

))(1( 222
11

2
11

4
11

3 cvaaav +−=  

于是                               222
11

22
11 cvaca =−  

                   

2

211

1

1

c
v

a

−

=                                     (18-7) 

代回(18-6)和(18-3)便可得 

              

2

2
2

21

2

212

2

2
1122

1

1

1

1

c
vc

va

c
v

va

c
v

aa

−

=

−

−=

−

==

                            (18-8) 

于是，得到 Lorentz变换 

                














−=′

=′
=′

−=′

)(

)(

2
x

c
vtt

zz
yy

vtxx

γ

γ

                             (18-9) 

式中，

2

2

1

1

c
v

−

=γ 。可以看出，当 v c<< 时，上式就简化为伽利略变换(18-1)。所以，伽利略变换是

Lorentz变换在低速下的近似。 
采用 Minkovski（闵可夫斯基，36岁因阑尾炎死于手术台）提出的四维空间坐标( ),,, jctzyx Lorentz变
换可写成 

        




































−

=



















′
′
′
′

jct
z
y
x

j

j

tjc
z
y
x

  
  
  

 

      0     0    
0      1     0       0    
0      0     1       0    

      0     0          

  
  
  

γγβ

γβγ

                    (18-10) 
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式中， cv=β 。 
 
18.3 orentz变换的时空效应 
l 同时性的相对性 
    设在惯性系 S中，两个不同地点( 111 ,, zyx )和( 222 ,, zyx )在同一时刻 ttt == 21 发生两事件，根据

Lorentz变换，在相对于 S系以速度 v运动的惯性系 S ′中，两事件发生的时刻分别 

)( 121 x
c
vtt −=′ γ ,    )( 222 x

c
vtt −=′ γ  

于是，       )( 12212 xx
c
vtt −−=′−′ γ                           (18-11) 

只要 12 xx ≠ ,则 ′≠′
12 tt 。由此可见，在 S 系中不同地点同时发生的事件在 S ′系中观察时并不是同

时发生的。 
l 运动时钟延缓 

    设在 S ′系中( zyx ′′′ ,, )处有一时钟，在 ′
1t 和

′
2t 时刻分别对应于 S 系中的 1t 和 2t 时刻，则由 Lorentz

变换，得 
′−′>′−′=′+′−′+′=− 121212112212 )()]()[( ttttx

c
vtx

c
vttt γγ          (18-12) 

所以，运动物体上的时间过程比静止物体上同样的过程延缓了。 
l 运动尺子缩短 

    设 S ′系中有一静止的尺子，两端点 1p 和 2p 的坐标分别( zyx ′′′ ,,1 )和( zyx ′′′ ,,2 )。在 S 系中 t时刻测
得的 1p ， 2p 的坐标分别为( zyx ,,1 )和( zyx ,,2 )，根据 Lorentz变换 

)()()()( 12121212 xxxxvtxvtxxx −>−=−−−=′−′ γγγ           (18-13) 
即运动物体的长度的缩短了。 
l 速度极限 
    在 S ′系中有一质点以速度u′沿 x′方向运动，在 0=′t 时该质点与原点重合，在 t ′时刻，质点位于 x′，

则
t
xu
′
′

=′ ，应用 Lorentz变换，得 

22
1)(

)(

c
uv
vu

x
c
vt

vtxu
−

−
=

−

−
=′

γ

γ  

其中，
t
xu = ，于是， 

2
1

c
vu
vuu
′

+

+′
=                                 (18-14) 

如果 cu ≤′ ， cv ≤ ，则 cu ≤ 。因为尚未观察到速度大于光速的物体运动，所以 Einstein 断言：在
任何惯性系中，任何物体的运动速度都不可能超过光速。换句话说，光速 c是物质运动速度的极限。
这与伽利略变换下速度可无限增加是截然不同的。 

 
 

习题  18 

    18-1 证明在 Lorentz 变换下四维空间长度 2222
4 )( jctzyxl +++= 保持不变，而在伽利略变换

下，三维空间长度 222
3 zyxl ++= 保持不变。 

18-2 设 S ′系相对于 S系以 xvv ˆ11 =v
运动，S ′′ 系相对于 S系以 xvv ˆ22 =v

运动，试写出 S ′′系与 S ′系之
间的 Lorentz变换。 
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第 19讲  电磁场量的 Lorentz变换(I) 
 

19.1 时间和空间坐标的 Lorentz变换     
    在上一讲我们简单地介绍了 Einstein狭义相对论。为了分析简单，假设了惯性系 S和 S ′只是沿 x
轴方向作相对匀速运动。本节我们推广到一般情形。 
    设惯性系 S′相对于 S的运动速度 vv为任意方向，如图 19-1所示，在 0=′= tt 时刻两惯性系的坐

标原点重合。设 rv和 r ′v 分别为 S系中 t时刻和 S ′系中 t′时刻点 P的矢径。将这些矢径分解为平行于
速度 vv和垂直于 vv的两个分量，即 np rrr vvr

+= ， np rrr ′+′=′ vvv
，式

中，下标 p和 n分别表示平行于 vv和垂直于 vv的分量。根据上讲

给出的 Lorentz变换，可以得到 










⋅−=′

−=′

=′

)(

)(

p

pp

nn

rcttc

ctrr

rr

vr

rvr

v

βγ

βγ              (19-1)                   

式中， c
vrr

=β 。                                      图 19-1 惯性系 S ′以速度 vv相对于 S匀速运

动 

    因为 )(ˆ)ˆ(
2β

ββ
ββ

vv
vvv ⋅=⋅= rrrp ， pn rrr vvv −= ，所以   

ctIrrtvr

rtvrrtvrrrr pnpnp

βγ
β

ββ
γγ

β
ββ

γ

γγγ

vvv
vvv

vv
v

vwvvvvvvv

−−+⋅=+−⋅−=

+−−=+−=′+′=′

])1([)()1(

)1()(

22

 

以及                                 )( rcttc vv
⋅−=′ βγ  

于是                                






+⋅−=′

−⋅=′

ctrtc
ctrr
γβγ

βγα
vv

rvv
                             (19-2) 

式中，                              2
)1(

β
ββ

γα
vv

−+= I                               (19-3) 

也可将(19-2)写成矩阵形式，并采用 Minkovski的四维空间坐标表示为 






















−
=








′

′

jct
r

j

j
tjc

r
T

v
v

rv
 

     

           

γβγ

βγα                        (19-4) 

这时 





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













−

+















= 。 

称矩阵                             












−
=

γβγ

βγα

   

          
Tj

jL v

v
                               (19-

5) 

为 Lorentz变换矩阵。显然，
T

LL =
−1

， LL =
+

，
+

L 表示 L的转置共轭。 
 
19.2  时间和空间导数的 Lorentz变换 
l 时间导数变换 

rv

′
rr

′0

0

′S

S
rr

P
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    设一函数 ),(),,,( trftzyxff ′=′′′′= v
。由 Lorentz变换可知， r ′v 又是 rv和 t的函数，所以 

t
t

t
ff

t
r

t
t

t
f

t
z

z
f

t
y

y
f

t
x

x
f

t
f

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ′

′
+∇′⋅

′
=

′
′

+
′

′
+

′
′

+
′

′
=

v
 

利用(19-2), 可得 c
t
r

βγ
∂
∂ vv

−=
′

， γ
∂
∂

=
′
t
t

，于是，
t
ffc

t
f

′
+∇′⋅−=

∂
∂

γβγ
∂
∂ v

，即 

                               )( ∇′⋅−
′

= β
∂
∂

γ
∂
∂ v

c
tt

                           (19-6) 

l 空间导数变换 
因为 

t
ftfr

z
z
t

t
f

z
z

z
f

z
y

y
f

z
x

x
f

y
y
t

t
f

y
z

z
f

y
y

y
f

y
x

x
f

x
x
t

t
f

x
z

z
f

x
y

y
f

x
x

x
f

z
z

y
y
fx

x
ff

′
′∇+∇′⋅′∇=

′
′

+
′

′
+

′
′

+
′

′
+

′
′

+
′

′
+

′
′

+
′

′
+

′
′

+
′

+
′

′
+

′
′

=

++=∇

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

)()(

ˆ)(

ˆ)(

ˆ)(

ˆˆˆ

r

 

根据(19-2)，有             rrrr vvvv ∇⋅+⋅∇=⋅∇=′∇ ααα )()(  

r
c

r
cc

rt vvrvvv
∇⋅−⋅∇−=

⋅
−∇=′∇ β

γ
β

γβγ )(  

由于 0=∇α ， 0=∇β
r

， Ir =∇v
，所以， α=′∇rv ，

c
t βγ

v
−=′∇ ，于是 

t
f

c
ff

′
−∇′⋅=∇

∂
∂βγ

α
v

 

即                                 
ct∂
∂

βγα
v

−∇′⋅=∇                               (19-7) 

将(19-6)和(19-7)写成矩阵形式，得 

















′

∇′











 −=














∇

tjcj
j

jct ∂
∂

γβγ

βγα

∂
∂  

       
     
v

v
                          (19-8) 

上式的逆变换为 















∇
=

















′

∇′

jct
L

tjc ∂
∂

∂
∂                                 (19-9) 

可见，空间和时间导数的变换矩阵仍然是 Lorentz矩阵。 
    下面讨论在低速情况下 Lorentz变换的两种近似情况。 

1. 一阶 Lorentz变换：运动速度远小于光速的低速情况 1<<β ，即 cv << ， 

这时， 1≈γ ， I≈α ，则空间时间坐标变换近似为 





⋅−=′

−=′

rjjcttjc
tvrr

vv
vvr

β
                          (19-10) 

微分算子变换近似为 
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








∇⋅−=
′

+∇=∇′

β
∂
∂

∂
∂

∂
∂

β

v

v

j
jcttjc

jct
j

                        (19-11) 

    2.  伽利略变换 
    如果满足下列条件 

    (1)  1<<β   低速， 则 1≈γ ， I=α  

    (2)  ctr <<⋅ vv
β    空间小范围 

    (3)  ∇<< c
t∂

∂
β
v

   时间缓慢变化 

则 Lorentz变换近似为伽利略变换 





=′
−=′

tt
vtrr vv

                               (19-12) 

和                                     






∇⋅+=
′

∇=∇′

v
tt

v
∂
∂

∂
∂                            (19-13) 

所以，伽利略变换反映的规律是属于低速、小范围和随时间变化缓慢的情况。 
 
19.3 电荷和电流的变换 
    Einstein相对论的基础是相对性原理和光速不变原理。前面已利用光速不变原理导出了时空坐标
以及微分算子的 Lorentz 变换。下面再结合相对性原理给出电磁场物理量的变换关系。本节考虑电
流连续性方程。设在惯性系 S中电流连续性方程为 

0=+⋅∇
t

J
∂
∂ρv

                              (19-14) 

根据相对性原理，在相对 S系以速度 vv运动的惯性系 S ′中，电流连续性方程应保持相同形式 

0=
′
′

+′⋅∇′
t

J
∂
ρ∂v

                             (19-15) 

将时间空间微分算子变换式(19-6)，(19-7)代入(19-14)，得 

0)()( =∇′⋅−
′

+⋅
′

−∇′⋅ ρβ
∂
∂

γ
∂
∂

γβα
vv

c
t

J
tc

 

整理后有                  0=
′

+
′

−∇′⋅−⋅∇′⋅
ttc

JcJ
∂
∂ρ

γ
∂
∂

γβρβγα
vvv

 

考虑到α ， β
v
， γ 不是时间和空间的函数，则 

0)()( =⋅−
′

+−⋅∇′ J
ct

cJ
vvvv

β
γ

γρ
∂
∂

ρβγα  

与(19-15)比较可知 









⋅−=′

−⋅=′

J
c

cJJ
vr

vvr

β
γ

γρρ

ρβγα
                             (19-16) 

即                                  







=








′

′

ρρ jc
JL

jc
J

vv
  

从上式可以看出， S系中的电荷在 S ′系中不仅构成电荷，而且还形成一项 vv− 方向的电流 ργvv− ，而

S系中的电流在 S ′系中既是电流，又形成电荷 2cJv
vv ⋅− γ ，于是构成了两个惯性系中电流连续性方
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程形式保持不变。电流与电荷仍满足 Lorentz变换。 
假设在 S系中电荷 q是静止的，电荷密度为 ρ，电流密度 0=J

v
，由(19-16)得 γρρ =′ ，根据 Lorentz

长度收缩可知， S ′系中的体积元 vd ′在 S系中收缩为 dv， γdvvd =′ ，所以 
dqdvdvvdqd ===′′=′ ργγρρ  

由此可见，在体积元内包含的电荷在 S系和 S ′系中是一个不变量，将上式在整个体积内积分，便得
到一个重要的结论：电荷总量在惯性系中是一个不变量，称为 Lorentz 不变量。不过，应当注意，
在 S系中的静止电荷，在 S ′系中虽然电荷总量保持不变，但运动状态变了，变成了运动电荷，因而
形成了电流。 
 

19.4关于张量α的若干公式 
    在讨论场矢量变换之前，我们先给出有关α 的一些有用公式。 

l                                      αα =
T

                                (19-17) 

也就是说，α 是一个对称并矢。根据α 的定义(19-3)，上式显而易见成立。 

l                              ββγα
β

ββ
γ

α
vvvv

−=−+=
−

2

1
)11(I                      (19-18) 

证： 

I

I

II

=

⋅
−−+−+−+=

−+⋅−+=⋅
−

422

22

1

)11)(1()1()11(

])11([])1([

β
ββββ

γ
γ

β
ββ

γ
β

ββ
γ

β
ββ

γβ
ββ

γαα

vvvvvvv

vvvv

 

又                    2222

1
)11()1()1(

β
ββ

γ
γα

β
ββ

γ
γβ

ββ
γα

vvvvvv
−−=−+−+=

−
I  

因为  22
2

)1(111 ββ
γ

=−−=− ，所以 ββγαα
vv

−=
−1

。 

l                                 βγαββα
vvv

=⋅=⋅                              (19-19) 

证：由 αα =
T

知， αβαββα ⋅=⋅=⋅
rvv T
，而 

βγβγββ
β

ββ
γβα

vvvvvvv
=−+=⋅−+=⋅ )1(])1([

2
I  

同理可证 

l                               β
γ

αββα
rvv 111

=⋅=⋅
−−

                          (19-20) 

l                                  ββγα
rv2

2
+= I                               (19-21) 

    证：利用 ββγαα
rv

−=
−1

和(19-19)可得 

ββγββαγββγααααα
vvvvrv 2

12
)( +=⋅+=+⋅=⋅=

−
II

T
 

同理可证 

l                                 ββα
rv

−=
−

I2
1
)(                               (19-22) 

l                                 2222
)( AAA

vrvv
⋅+=⋅ βγα                       (19-23) 

式中， A
v
为任意矢量。 
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    证： AAAAAAA
TT

T vvvvvvv
)()()()(

2
ααααααα ⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅ ，将(19-21)代入，得 

222222
2

)()()( AAAAAAIAA
vvvvvvvvvvv

⋅+=⋅+=+=⋅ βγβγββγα  

    引入并矢 β定义 

















−
−

−

=
0         

    0       

        0   

x

x

yz

ββ
ββ

ββ

β

y

z  

显然， ββ −=
T

，即 β为反对称张量。引入 β的最大好处是可以把矢量的叉乘运算转化成矢量与张

量的点乘运算，如， ββ ⋅=× AA
vvv
， AA

vvv
⋅=× ββ 。 β 满足如下有关公式。 

l                                   βαββα =⋅=⋅                             (19-24) 

证： 

βββ
β
β

γβαβ

β
ββ

γββ
β

ββ
γβα

=×−+=⋅=

−+⋅=⋅−+=⋅

vvv

vvvv

2

22

)1(

])1([])1([ II
. 

同理可证 

l                                 βαββα =⋅=⋅
11 －－

                         (19-25) 

l                                     I2
2

ββββ −=
vv

                          (19-26) 

证：考虑 AAAAA
vvvvvvvvv 2

2
)()( ββββββββ −⋅=××=⋅⋅=⋅ ，由于

v
A为任意矢，则 

         I2
2

ββββ −=
vv

 

 
 

习题  19 

 

    19-1  设有一刚性杆，在惯性系 S ′中是静止的，其长度矢量为 d ′
v
。已知 S ′系相对于惯性系 S以

速度 vv匀速运动，问在 S系中测量该杆的长度矢量 d
v
应是多少？ 

    19-2  证明 

ββα
vv

−=
−

I2
1
)(  

β
γ

αββα
vvv 111

=⋅=⋅
−−

 

AA
vvv

×=⋅ ββ  
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第 20讲  电磁场量的 Lorentz变换(II) 
 

上一讲我们讨论了两个惯性系间时空坐标、时空微分算子以及电流、电荷间的 Lorentz变换，其
变换矩阵均为 Lorentz变换矩阵。本讲讨论电磁场矢量的 Lorentz变换。 

 
20.1场矢量的变换 
    在惯性系 S中，Maxwell方程为 

t
DJH

∂
∂

vvv
+=×∇                               (20-1a) 

t
BE

∂
∂

vv
−=×∇                                 (20-1b) 

0=⋅∇ B
v

                                   (20-1c) 
ρ=⋅∇ D

v
                                   (20-1d) 

 
根据相对性原理，在相对于 S系以速度 vv运动的惯性系 S ′中，Maxwell方程应具有相同的形式 

t
DJH

′
′

+′=′×∇′
∂
∂

vvv
                            (20-2a) 

t
BE

′
′

−=′×∇′
∂
∂

vv
                              (20-2b) 

0=′⋅∇′ B
v

                                  (20-2c) 
ρ ′=′⋅∇′ D

v
                                 (20-2d) 

将时空微分算子的 Lorentz变换公式，代入(20-1b)得 

0)()( =∇′⋅−
′

+×
′

−∇′⋅ Bc
tc

E
tc

vvvv
β

∂
∂

γ
∂
∂

βγα  

用α 前乘上式，整理后得 

0)]([)()()( =×⋅
′

−⋅
′

+∇′⋅⋅−×∇′⋅⋅ E
tc

B
tc

cBcE
vvvvvv

βα
∂
∂

γα
∂
∂

γβαγαα      (20-3) 

将α 的公式代入，并考虑到 β
v
为常矢， ))(()( EE

vvvvvv
×∇′⋅=×∇′⋅ ββββ ，(20-3)的左边第一项为 

))(()1(

)(1))((1

)])((1[)1()(

4

2

22

22

E

EEE

EEIE

vvvvv

vvvvvvv

vvvvvvv

×∇′⋅⋅
−

+

×∇′⋅
−

+×∇′⋅
−

+×∇′=

×∇′⋅
−

+×∇′⋅
−

+=×∇′⋅⋅

ββββ
β

γ

ββ
β

γ
ββ

β
γ

ββ
β

γ
ββ

β
γ

αα

 

考虑到 
              ))(()()]([ EEE

vvvvvvvvv
×∇′⋅−×⋅∇′=×××∇′ ββββββ  

                    )()( EE
vvvv

×∇′⋅−=×⋅∇′ ββ  
                     0))(( =×∇′⋅⋅ E

vvvv
βββ  

有 
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)(}1{

]})([1{

)](1[

)]([1)]}([)({1)(

1

2

2
2

2

22

EEE

EEE

EE

EEEEE

vvvvv

vvvvv

vvvv

vvvvvvvvvvv

⋅×∇′=⋅
−

−×∇′=

−⋅
−

−×∇′=

××
−

−×∇′=

×⋅∇′−
−×××∇′−×⋅∇′−

+×∇′=×∇′⋅⋅

−

αγββ
β

γ
γ

βββ
β

γ

ββ
β

γ

ββ
β

γ
ββββ

β
γ

αα

            (20-4) 

利用 

)()()(

)(1)()(1)()[()( 22

BBB

BBBBBB
vvvvvv

vvvvvvvvvvvvvvvv

××∇′−=⋅∇′−∇′⋅=

⋅∇′⋅
−

−⋅∇′−∇′⋅⋅
−

+∇′⋅=⋅∇′⋅−∇⋅⋅

βββ

βββ
β

γ
ββββ

β
γ

βαββα  

 
则(20-3)左边第二项为 

])()([)( BBcBc
vvvvvv

⋅∇′⋅−××∇′=∇′⋅⋅− αββγβαγ               (20-5) 
将时空微分算子的 Lorentz变换公式代入(20-1c)，可得 

0)( =
′

⋅−⋅∇′⋅
tc
BB

∂
∂

βγα
vvv

                         (20-6) 

于是，(20-5)可写为 

])([)(
tc
BBcBc

′
⋅−××∇′=∇′⋅⋅−
∂
∂

ββγβγβαγ
vvvvvvv

                  (20-7) 

(20-3)左边的第四项为 

)()]()1[()]([
2

E
tc

EI
tc

E
tc

vsvsvvvv
×

′
−=×⋅−+

′
−=×⋅

′
− β

∂
∂γβββ

β
γ

∂
∂γβα

∂
∂γ       (20-8) 

最后，将(20-4)、(20-7)和(20-8)代入(20-3)，得 

0][)( 2
1

=×−⋅−⋅
′

+×+⋅×∇′
−

EBcBc
tc

BcE
vvvvvvvvv

βγββγαγ
∂
∂

βγαγ  

利用 ββγαα
vv

−=
−1

，上式变为 

0][)(
11

=×−⋅
′

+×+⋅×∇′
−−

EBc
tc

BcE
vvvvvv

βγαγ
∂
∂

βγαγ             (20-9) 

与(20-2b)比较可知 







×−⋅=′

×+⋅=′
−

−

BcBcBc

BcEE
vvvv

vvvr

βγαγ

βγαγ
1

1

                            (20-10) 

利用 AA
vvr

⋅=× ββ ，则上式可写为 








⋅−⋅=′

⋅+⋅=′
−

−

EBcBc

BcEE
vvv

vvr

βγαγ

βγαγ
1

1

                             (20-11) 

如果令               
















−
=

−

−

1

1

6

     

       

αβ

βα
γL                                  (20-12) 

 
则(20-11)可以表示成矩阵形式 












⋅=













′

′

Bc
E

L
Bc

E
v

v
v

v
 

6                                 (20-13) 
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 20-3 

    同理利用剩余的两个Maxwell方程(20-1a)和(20-1d)以及电流、电荷的 Lorentz变换公式可以得到
场矢量H

v
和 D

v
的 Lorentz变换公式为 












⋅=













′

′

H
Dc

L
H
Dc

v
v

v
v

 
6                                (20-14) 

从(20-10)可以看出，在 S系中当磁场与速度方向垂直时会在 S ′系中产生电场，因此当一导体垂直于
磁场运动时，必然会感应电压。同样，在 S系中当电场与速度方向垂直时也会在 S ′系中产生磁场。 
 
   【讨论】     
l 场矢量变换的另一种表示式 

    将场矢量分解为平行于速度
vv的分量和垂直于速度 vv的分量，即 

np EEE
vvv

+= ， np EEE ′+′=′
vvv

 

np BBB
vvv

+= ， np BBB ′+′=′
vvv

 

式中，下标 p和 n分别表示平行于和垂直于 vv的分量。利用(20-10)，有 

     

)(

1
)(

)()1(

)()(

2
2

2

1

nnp

npnp

nnp

npnpnp

BcEE

BcEEE

BcEEI

BBcEEEEE

vvvv

vvvvv

vvvvvv

vvvvvvvv

×++=

×+
−

++=

×++⋅
−

+=

+×++⋅=′+′=′
−

βγ

βγβ
β

γ
γ

βγββ
γβ

γ
γ

βγαγ

 

所以 







×+=′

=′

)( nnn

pp

BcEE

EE
vvvv

vv

βγ
                       (20-15) 

同理可得 







×−=′

=′

)( nnn

pp

DcHH

HH
vvvv

vv

βγ
                      (20-16) 







×−=′

=′

)( EBcBc

BB

nn

pp
vvvv

vv

βγ
                       (20-17) 







×+=′

=′

)( HDcDc

DD

nn

pp
vvvv

vr

βγ
                      (20-18) 

可以看出，在场矢量变换中，与速度
vv平行的分量保持不变，只有与速度 vv垂直的分量发生变化，

这一点与空间坐标的变换的恰好相反。 

l 6L 的性质 

    (1)             66 LL
T

= ， 即 6L 为对称矩阵 
    证：根据(20-12)，有 















 −
=

−

−

  )(       

    )(
1

1

6
T

T

T
TT

L
αβ

βα
γ  

由于
11

)(
−−

= αα T ， ββ −=
T

，所以 66 LL
T

= 。 

    (2)                          )(
       

 
61

1
1

6 β
αβ

βα
γ

v
−=















 −
=

−

−
−

LL
T
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 20-4 

上式说明，场矢量的 Lorentz变换的逆变换等效于改变速度的方向。换句话说，惯性系 ′S 相对于 S系
以速度

vv运动，则 S系相对于 ′S 系就以速度− vv运动。 

（3） 














−
=⋅















−
⋅

I

I
L

I

I
L

T

  0

0      

  0

0      
66 ，  














=⋅














⋅

0     

     0

0     

     0
66

I

I
L

I

I
LT    

    [例 20-1]  设一静电荷q在 S系中以匀速 vv运动，求 S系中 0=t 时刻的电场和磁场。 
    解：取 S ′系与电荷q一起运动，且电荷 q位于 S ′系的原点，所以， 0=t 时刻电荷 q亦位于 S系

的原点。在 S ′系中静电荷产生的场为            








=′

′

′
=′

0

4 3
0

B

r
rqE

v
r

vv

πε  

在 0=t 时刻，由矢径的 Lorentz变换式，得 

np rrrrrr vrvvvvvv +=⋅
−

+=⋅=′  )(1
2

γββ
β

γ
α  

所以， 32
3

22232
3

222
3

23 )(])1([)()( brrrrrr npnp γβγγ =−+=+=′=′ vvvvvv  

式中， 

2
1

222
1

222222
1

222
]sin1[]sin)1(cos[])1([ θβγθβθβ −=−+=−+= rrrrb np

rv
θ 为矢径 rr与速度 vr之

间的夹角。 
    利用场矢量的 Lorentz变换，可得 

32
0

32
0

3
0

2

1

4
])1( [

4

)(4

)(
)1(

br
rqrrr

br
q

rb

rrq
IBcEE

pnp

np

πε
γγ

πε

πε

γ
ββ

γβ

γ
γβγαγ

vvvv

vvvvvvrv

=−++=

+
⋅

−
+=′×−′⋅=

−

 

Ev
cbrc

rvq
c

EvB
vvvvvrv

×=
×

=
′×

=
2322

0
2

1
4πε

γ  

由上述公式可以看出，匀速运动的点电荷的电场 E
v
是由点电荷瞬时位置径向发出，其磁场 B

v
与

电场 E
v
和运动方向垂直，而且磁力线是绕运动方向的圆。事实上，运动的电荷是电流，

v
B就是电流

产生的磁场。 
 
20.2  电磁波的相位不变性 
    设 S系中有一均匀平面波，其电场为 )cos(0 rktEE vrrv

⋅−= ω 。设 S ′系相对于 S系以速度 vv运动，

在 S ′系中设均匀平面波的电场为 )cos(0 rktEE ′⋅′−′′′=′ vrrv
ω 。根据场矢量的变换式 pp EE

rv
=′ ，可得 

)cos()cos( 00 rktErktE pp ′⋅′−′′′=⋅− vrrvrv
ωω  

由于 0=t ， 0=rv 时 0=′t ， 0=′rv ，所以， pp EE 00

rv
=′ ，于是 

rktrkt ′⋅′−′′=⋅− vrvr
ωω                (20-19) 

也就是说，在 Lorentz变换下，相位 rkt vr
⋅−ω 是不变量。 

    利用相位不变性，可以导出频率ω和波矢量 k
r
的 Lorentz变换式。根据时空坐标的 Lorentz变换

式可得 

rk
c

tkc

tcrkrtc
c

rktrkt

′⋅⋅−+′⋅−=

′+′⋅⋅−′⋅+′=

⋅−=′⋅′−′′

vrvvr

vrvrv

vrvr

)()(

)()(

αβγ
ω

βωγ

βγαβγ
ω
ωω
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 20-5 

因为 kk
vr

⋅=⋅ αα ，所以由上式可得
c

kk ω
βγα
vvv

−⋅=′ ， )( k
cc

vv
⋅−=

′
β

ω
γ

ω  

即                                     

              















=





























−
=

















′
′

c
j
k

L
c
j
k

j
j

c
j
k

ωω
γβγ

βγα
ω

vv

v
vv

  
 

  

     

          
  

                    (20-20) 

变换矩阵又是 Lorentz矩阵 L。利用上式可以解释多普勒效应和光行差问题。 
l 多普勒效应 

    设一发射频率为ω的发射机连结于 S系，接收机连结于 S ′系，则由(20-20)，接收ω ′满足 
)cos1()( θβγωωγω −=⋅−=′ kv

vv                   (20-21) 
式中，θ 为 k

v
与 vv之间的夹角， ck ω= 。 

所以，接收频率ω ′将不同于发射频率ω，这便是多普勒效应。当 vv与 k
v
同方向时，即接收机沿波的

传播方向离开发射机时， 0=θ ，则 

β
β

ωβγωω
+
−

=−=′
1
1)1(  

可见：此时接收频率比发射频率低，即频率向下偏移，称为红移。 
    当 vv与 k

v
方向相反时，即接收机逆着波的传播方向向着发射机运动时， πθ = ，则 

β
β

ωβγωω
−
+

=+=′
1
1)1(  

这时接收频率比发射频率高，即频率向上偏移，称为紫移。 
当 vv与 k

v
垂直时，即接收机在垂直于波的传播方向运动时， 2

πθ = ，则 γωω =′ ，此时接收频

率仍比发射频率高，称为横向多普勒效应。 
l 光行差问题 
设离地球很远的恒星发射的光线垂直投射到地球绕太阳转动的轨道平面上，现用望远镜观察该

恒星，下面求望远镜应倾斜的夹角δ 。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

设 vv为地球绕太阳转动的线速度，S ′系固定于地球上，恒星在 S系中静止。如图 20-1所示。根
据 k

v
的变换式，可得 








−=′

=′

)( β
ω

γ
vvv

vv

c
kk

kk

pp

nn
 即





−=′′
=′′

)(coscos
sinsin

βθγθ
θθ

kk
kk

v
 

于是                 
)(cos

sin
βθγ

θ
θ

−
=′tg  

因为 vv与 k
v
垂直，

2
π

θ = ，所以，
β

β
β

θ
211 −

−=−=′
r

tg ，根据图 20-1所示的角度关系 δ
π

θ +=′
2

，

δ  

θ ′  

k 
k ′  

v 

太阳 

地球轨道 

图 20-1 地球绕太阳转动 
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 20-6 

可得，
β

β
δ

21 −
−=− ctg ，于是， tgδ

β

β
=

−1 2
，即

2

1

1 β

β
δ

−
= −tg 。 

由于地球绕太阳公转在不同位置的速度
vv的方向不同，因而倾斜角δ也随之改变，好像恒星相

对于地球作圆周运动。这就是著名的光行差问题。 
 
 

习题  20 
 

    20-1  利用 Maxwell方程和 Lorentz变换公式 








=⋅∇

+=×∇

ρ
∂
∂

D
t
DJH

v

vvv
，

















′

∇
=















∇
−

tc
L

ct ∂
∂

∂
∂

1 ， 







=









′
′

ρρ c
J

L
c
J

vr
 

          证明场矢量H
v
和 D

v
的 Lorentz变换公式为 





























−

−
=













′

′
−

−

H
Dc

H
Dc

v

r

v

r

1

1

      

      

αβ

βα
γ  

20-2 证 明 在 Lorentz 变 换 下 ，
22

BcE
vv

− 和 BE
vv

⋅ 为 Lorentz 不 变 量 ， 即  
222

BcEBcE
vvvv

−=′−′ ， BEBE
vvrr

⋅=′⋅′   

                                                                         ♦♦ 
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 21-1 

第 21讲  运动媒质的 Lorentz变换和                                        

Minkovski四维空间 

 
21.1 本构关系的变换 

设媒质在惯性系 S ′中静止，在 S系中以速度 vr运动。在 S ′中静止媒质的本构方程为 













′

′
⋅

′
=













′

′

Bc

E
C

H

Dc
EB r

r

r

r
 

 
                               (21-1) 

式中，

















′′

′′

=
′

QM

LP
C EB

  

    
。根据场矢量的 Lorentz变换式












⋅=













′

′












⋅=













′

′

Bc

E
L

Bc

E

H

Dc
L

H

Dc
r

r

r

r

r

r

r

r

 

 

 

  
   ,

 

 

 
66 ， 可得

S系中媒质即运动媒质的本构方程为 












⋅=













Bc
E

C
H
Dc

EB v
v

v
v

                                (21-2) 

式中， 6
1

6

   

     
LCL

QM

LP
C EBEB ⋅′⋅=














=

−
, 即 
















⋅
′

⋅+⋅
′

⋅+⋅
′

⋅+⋅
′

⋅=

⋅
′

⋅−⋅
′

⋅−⋅
′

⋅+⋅
′

⋅=

⋅
′

⋅−⋅
′

⋅+⋅
′

⋅−⋅
′

⋅=

⋅
′

⋅+⋅
′

⋅−⋅
′

⋅−⋅
′

⋅=

−−−−

−−−−

−−−−

−−−−

)(

)(

)(

)(

1111
2

1111
2

1111
2

1111
2

αααββαββγ

βαββαααβγ

αβααβββαγ

βββααβααγ

QLMPQ

QLMPM

QLMPL

QLMPP

           (21-3) 

    对于各向同性媒质，设在惯性系 S ′中媒质静止，本构方程为 

HB
ED

′′=

′′=′
vv
vv

µ

ε
 

所以， S ′系中的本构矩阵 ′
EBC 为 

















′

′
=′

I
c

Ic
C EB

µ

ε
1     0  

0      
                           (21-4) 

当媒质在惯性系 S中以速度 vv运动时，应用(21-3)可得本构矩阵 EBC 为 
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 21-2 



















⋅
′

+⋅′⋅
′

−⋅′

⋅
′

−⋅′⋅
′

+⋅′

=
−−−−

−−−−

   1    1

  1      1

1111

1111

2

αα
µ

ββεβα
µ

αβε

αβ
µ

βαεββ
µ

ααε
γ

c
c

c
c

c
c

c
c

C EB          (21-5 ) 

利用公式 βαββαβββββββαα =⋅=⋅−=⋅−=⋅
−−−− 11

2
11

    ，， II
vvvv

，可得 















−+−−

−−−−
′

=
ββββ

ββββ
µ

γ
vv

vv

)1()1(               )1(         

)1(              )1()(
2222

22222

nInn

nnIn
c

C EB
           (21-6) 

式中， µε ′′= 22 cn ， n为 S ′系中媒质的折射率。对于真空， 1  ,  , 2
00 ==′=′ nµµεε ，则 














=

I

I
c

C EB

      0

0     1

0µ
                               (21-7) 

于是                                  
HB
ED
vv
vv

0

0

µ

ε

=

=
                                  (21-8) 

    由(21-6)和(21-8)可以看出，一般情况下，S ′系中静止的各向同性媒质在 S系中以速度 vv运动时

变成了双各向异性媒质。但对于真空，运动媒质仍为各向同性，真空介电常数 0ε 和磁导率 0µ 为

Lorentz不变量。 
 

21.2  极化矢量和磁化矢量的变换 

    设媒质在 ′S 系中是静止的，极化矢量 P′
v
和磁化矢量M ′

v
满足 

EDP ′−′=′
svv

0ε                               (21-9) 

HBM ′−
′

=′
v

r
v

0µ
                             (21-10) 

由于真空介电常数 ε0和磁导率 µ0为 Lorentz不变量，在 S系中当媒质以速度 vv运动时，极化矢

量 P
v
和磁化矢量M

v
满足与(21-9)和(21-10)相同形式的方程 

EDP
svv

0ε−=                               (21-11) 

HBM
v

r
v

−=
0µ

                              (21-12) 

利用 D
v
和 E

v
、 B

v
和 H

v
的 Lorentz变换式，并考虑到(21-9)和(21-10)，可得 













′

′
⋅=













M
Pc

L
M
Pc

v

r
v
v

6                             (21-13) 
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21.3  Minkovski四维空间电磁场方程 

1907 年，Minkovski 在相对论创立三周年后，把通常的三维空间再加上时间作为一个整体，提
出了四维空间的概念。四维空间的建立使相对论电动力学的公式简单、形式优美，使我们对时空的

认识达到了更深的层次。 
1. 四维空间的基本量与 Lorentz变换 

设 ),,( zyx 为三维空间坐标，Minkovski所提出了四维空间 ),,( 4321 xxxx 的概念就是在三维空间基

础上，令 jct为第四坐标，即 











=

=

=
=

jctx
zx
yx
xx

4

3

2

1

                                (21-14) 

于是，可以定义四维空间的矢径 4r
r
、微分算子 4∇ ，电流源 4J

r
和波矢量 4k

r
为 
















=








=















∇
=∇








=

c
j

k
k

jc
JJ

jct
jct
r

r ωρ
∂
∂

r
rrrr

r
4444

  
，，，                (21-15) 

根据前面几讲的分析，在惯性系中这些量均满足 Lorentz变换。即 

44444444 kLkJLJLrLr
rrrrrr

=′=′∇=′∇=′ ，，，  

式中，带撇的量与不带撇的量分别对应于惯性系 S和相对于 S系以速度
rv运动的惯性系 S ′。 L为

Lorentz变换矩阵 













−
=

γβγ

βγα

       

               
Tj

jL r

r
                             (21-16) 

【定理】四维空间中 Lorentz变换为正交变换。 
 证明： 















−−

−−
=













−









 −=
 )1(     )( 

          

       

                
          

        
222

T

2
T

2
TT

βγβγβαγ

βγβαγββγαα

γβγ

βγα

γβγ

βγα
T

T

TT

T

jj

jj

j

j

j

jLL rr

rrrr

r

r

r

r
 

利用 2

2

1

1  +
β

γβγαββαββγαα
−

==== ，，
rrrrr

T
T

T
T

I ，得 4ILL
T

= ，即 L为正交矩阵。所以，Lorentz

变换是正交变换。 
在坐标变换中，正交变换对应于坐标旋转。所以，在四维空间中 Lorentz 变换对应于四维坐标

的旋转。 

【推论】四维空间的矢径 4r
r
、微分算子 4∇ 、电流源 4J

r
和波矢量 4k

r
的模值是 Lorentz不变量。 
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 证明：由 44 rLr rr
=′ ，有 ，444444 rrrLLrrr TTTT rrrrrr

==′′ 即矢径的模值是 Lorentz不变量。展开为 

2222222222 tczyxtczyx −++=′−′+′+′  

其本质就是光速不变原理。同理，可证微分算子 4∇ 、电流源 4J
r
和波矢量 4k

r
的模值也是 Lorentz 不

变量。微分算子 4∇ 的模值就是达朗贝尔算子，所以，达朗贝尔算子是 Lorentz不变量，即 

2

2

2
2

2

2

2
2 11

tctc ∂
∂

∂
∂

−∇=
′

−∇′                        (21-17) 

    2.  四维空间的电磁场定律 
l 电流连续性方程 

电流连续性方程 0=+⋅∇
t

J
∂
∂ρr

，即 

0     =















∇

ρ∂
∂

jc
J

jct
T

r
 

用四维空间微分算子可表示为 

044 =⋅∇ J
r

                              (21-18) 

l Maxwell方程 
令 

















−

−

−

















−

−

−

0         
      0       

        0   

              
0         

      0       

        0   

xy

xz

yz

xy

xz

yz

HH
HH

HH
H

EE
EE

EE
E ＝＝         (21-19) 

以及 













−
=











 −
=

  0     

                           
  0       

         
TT Djc

DjcHHD
Bjc

BjcEEB r

r

r

r
          (21-20) 

则 HHEE
rr

×∇=⋅∇×∇=⋅∇  ， 。于是，Maxwell方程 

 
0

0









=⋅∇

=
∂
∂

+×∇

B
t
BE

r

rr

                         (21-21) 

和                                       








=⋅∇

=
∂
∂

−×∇

ρD

J
t
DH

r

rrr

                        (21-22) 

在四维空间可分别表示为 

04 =⋅∇ EB                              (21-23) 
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和                                       44 JHD
r

=⋅∇                            (21-24) 

l Poyingting定律和动量定律 

Poyingting定律为  0=
∂
∂

+⋅∇
t
wS

r
，动量定律为  0=

∂
∂

+Φ⋅∇
t
gr

。引入张量 
















−Φ=

wgjc
c
Sjp

       

        
r

r

                          (21-25) 

则 Poyingting定律和动量定律可统一地表示为 

04 =⋅∇ p                              (21-26) 

21.4  运动边界的边界条件 

设在惯性系 S ′中有一静止的介质分界面 s，n̂′为 s面从介质 1指向介质 2的单位法向矢量。惯
性系 S ′相对于惯性系 S以速度

rv运动，如图 21-1所示。 

s
rv

$ ′n

S

0

S′

0′

媒质 1

媒质 2

 

图 21-1 运动的介质分界面 

在 S ′系中，静止的介质分界面 s的边界条件为 







=′∆×′=′−′⋅′

=′∆×′=′−′×′

0ˆ)(ˆ

0ˆ)(ˆ

12

12

BnBBn

EnEEn
rrr

rrr

                       (21-27) 







′=′∆×′=′−′×′

′=′∆×′=′−′×′

sDnDDn

JHnHHn

ρ
rrr

rrrr

ˆ)(ˆ

ˆ)(ˆ

12

21                      (21-28) 

    引入四维空间矢量 









=








′
′

=′
m
n

n
m
n

n
~

~ˆ~
44 ，                            (21-29) 

式中， mm ′和 为待定数。 44
~~ nn 、′ 之间满足 Lorentz变换，即 

44
~~ nLn =′                                 (21-30) 

于是，在四维空间 S ′系中静止的介质分界面 s的边界条件(21-27)和(21-28)可分别写为 

0~
4 =

′
∆′ EBn T                               (21-31) 
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T
s

T JHDn 44
~ ′=

′
∆′

r                              (21-32) 

式中，












′

′
=′















′∆−

′∆
′

∆=
′

∆














′∆

′∆−
′

∆=
′

∆
s

s
s

TT jc
JJ

Djc

DjcHHD
jc

jcEEB
ρβ

β
rr

r

r

r

r
  

0       

             ,
0         

      
4， 。将(21-31)、(21-32)与

(21-27)、(21-28)比较可知，                  0=′m                                   (21-33) 
将上式代入(21-30)，得 

mnj

mjnn
T

T

γβγ

βγα

+−=

+=′

ˆ0

ˆˆ
r

r
                             (21-34) 

于 是 ，                                   njm T ˆβ
r

=                                 

(21-35) 
根据相对性原理，在 S系中边界条件应具有相同的形式， 

0ˆ4 =∆EBn T                               (21-36) 

T
s

T JHDn 44ˆ
r

=∆                              (21-37) 

用矢量形式表示为 













=−⋅

=−⋅+−⋅

=−⋅

=−⋅−−⋅

s

s

DDn

JDDnvHHn

BBn

BBnvEEn

ρ)(~
))(~()(~

0)(~
0))(~()(~

12

1212

12

1212

rr

rrrrrr

rr

rrrrr

 

由(21-34)可以得到 

1ˆ)ˆ(ˆ~~~

ˆ1ˆˆ~

22222

2

=′≥′+′==

′−
+′=′′=

nnnnnn

nrnmjnn

TT

T
T

βγ

ββ
β

βγα

r

rrr
－

 

可以看出，除非运动方向与 $ ′n 垂直，否则 S系中的 n~不再是法向单位矢量。 n~的长度大于 1。 
 
 

习题  21 

    21-1  试推导极化矢量 P
r
和磁化矢量M

r
的 Lorentz变换式。 

21-2  试导出真空中矢位
r
A和标位ϕ所满足的波动方程 

02

2

2
2

02

2

2
2

)1(

)1(

ε
ρϕ

∂
∂

µ
∂

∂

−=−∇

−=−∇

tc

JA
tc

rr

 

PDF 文件使用 "pdfFactory Pro" 试用版本创建 www.fineprint.cn

http://www.fineprint.cn
http://www.fineprint.cn


===== 高等电磁场讲义 • 第 21讲 ============================== 华南理工大学电信学院 褚庆昕 ==== 

 21-7 

以及 Lorentz规范               01
2

=−⋅∇
tc

A
∂
∂ϕr

 

在 Minkovski四维空间的形式。 
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