
 

 

 

1

信号与系统
SIGNALS&SYSTEMS

ALAN V.OPPENHEIM
ALAN S.WILLSKY

WITH S.HAMID NAWAB

刘树棠 译

马省理工学院

A.V.奥本海姆等

yueshen22
免费考研网(bbs.freekaoyan.com)欢迎您                               yueshen22



 

 

 

2

“信号和系统”是一门重要的技术基础课，为后续的“数字信号处理”、“现代控
制理论”课程打一个基础。
本课程主要介绍：一些基本信号和基本系统的性质，及分析这些信号和系

统的基本理论和方法。

这是因为：任何一个复杂的信号都可以看作由一些基本信号组成；同样，一

个复杂的系统也可看作是由一些简单的子系统组成。

具体内容：

书中按连续时间信号与系统和离散时间信号与系统来分别进行阐述。

1、连续时间信号与系统:

自变量的变换、卷积积分、傅立叶级数、傅立叶变换、拉普拉斯变换、采样

2、离散时间信号与系统:

自变量的变换、卷积和、傅立叶级数、傅立叶变换、 Z变换、重建

从而了解信号与系统的时域特性和频域特性，以及系统的稳定性等判定方法。



 

 

 

3

打算:( 以这本教材为主,附加一些相关的知识)

一、删除

第8章——通信系统（全部）

第9章——拉普拉斯变换
二、参考书：《信号与系统》 于慧敏 主编 化学工业出版社 2002年

三、考核成绩：平时成绩(作业、实验）占15%左右。

四、实验(0.5学分)

1、时间:    后半学期开始

2、工具软件：MATLAB 6.5版

五、联系方式：

1、 : 87951228( )
13157184950

: 2002@ .

Tel o

E mail dxl hzcnc com−2、

丁振荣

3、生仪学院FTP    10.12.41.6 80G硬盘内 “丁振荣信号与系统”文件夹
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第一章

信 号与系统
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1.0  引言

一、信号和系统的基本概念
1、信号——广义地说，信号是随时间和空间变化的某

种物理量，是信息的载体。（声、光、电等信号）。

信号的特性可从两个方面来描述：
时域——自变量为：t
频域——自变量为：

1）、时间特性——波形、幅度、相位、重复周期及信号变化的快慢等。
2）、频率特性——指振幅频谱和相位频谱。即从频域来研究信号的变化情

况。

2、系统——能够对信号完成某种变换或运算的集合体称为系统。

(系统可大可小）

ω

ω
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二、信号的分类

信号的分类方法很多。

1、确定性信号与随机信号

按信号与时间的函数关系来分，信号可分为确定性信号与随
机信号。

1）、确定性信号——指能够表示为确定的时间函数的信号。
当给定某一时间值时，信号有确定的数值。

例如：正弦信号、指数信号和各种周期信号等。

2）、随机信号——不是时间t的确定函数的信号。

它在每一个确定时刻的分布值是不确定的。

例如：电器元件中的热噪声等。
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2、周期信号与非周期信号
按信号随时间变量t (或 n)变化的规律来分，可分为周期信号与非周期信号。

1） 周期信号
●连续周期信号可表示为：

x(t)=x(t+mT) ， 其中：m=0,1,2,3,…..

把能使上式成立的最小正值T,称为x(t)的基波周期 。

●离散周期信号可表示为：
x[n]=x[n+mN]  ,    m=0,1,2,3,……

其中：N为正整数。
把能使上式成立的最小正整数N,称为x[n]的基波周期 。

2)、不满足上述关系的信号则称为非周期信号。

0T

0N

0T

x (t)

-5        -3   -2         0   1         3    4          6                 n

x [n]

-4              -1               2              5

0 3N =

0N
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3、奇信号与偶信号

按信号是关于原点对称或关于坐标纵轴对称来分，又可分为奇信号与偶信号
1）、奇信号

x(t)=-x(-t)
或 x[n]=-x[-n]

2）、偶信号
x(t)=x(-t)

或 x[n]=x[-n]。

( ) ( )x t x t= − − ( ) ( )x t x t= −

t t
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4、能量信号和功率信号

一个信号的能量和功率是这样定义的：

设信号电压或电流为 x(t),则它在电阻为 上的瞬时功率为

在 内消耗的总能量为

总平均功率为

当 时，总能量E和平均功率P变为

1）、能量信号

信号的能量E满足： ,而

2)、功率信号

信号的平均功率满足： ，而

0 E∞< <∞ lim 0
2T

EP
T
∞

∞ →∞
= =

0 P∞< <∞ E∞ = ∞

1Ω
2( ) ( )p t x t=

1 2t t t≤ ≤
22

1
( )

t

t
E x t dt= ∫

2 22 2

1 1

1lim ( ) , lim ( )
t t

t tT T
E x t dt P x t dt

T∞ ∞→∞ →∞
= =∫ ∫

2 1( )T t t= − → ∞

2 2

1
2 1

1 ( )
t

t
P x t d t

t t
=

− ∫
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例1：已知信号为 ，试问是能量信号还是功率信号。

解：因为 0
0 0[ ] cos sinj nx n e n j nω ω ω= = +

0 1j ne ω =
2

2

[ ] 1

1 1lim [ ] lim (2 1) 1
2 1 2 1

n n
N

N Nn N

E x n

P x n N
N N

∞ ∞

∞
=−∞ =−∞

∞ →∞ →∞
=−

= = = ∞

= = × + =
+ +

∑ ∑

∑
所以是功率信号

0[ ] j nx n e ω=

则有
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5、连续时间信号和离散时间信号——按自变量的取值是否连续来分。
1、连续时间信号——自变量是连续可变的，因此信号在自变量的连续值上
都有定义。我们用t表示连续时间变量，用圆括号（.)把自变量括在里面。例
如 图一的 x(t)。

2、离散时间信号——自变量仅取在一组离散值上。我们用n表示离散时间变

量,用方括号[.]来表示,例如图二的x[n]。

注意：信号x[n] 总是在n的整数值上有定义。

<在本书中是按“连续时间信号和离散时间信号”来分的。>

- 4    -3   -20                  t

x (t)                                                           x [n]

X[-1]     

X[1]

图一 连续时间信号 图二 离散时间信号

-1      0   1     2    3… n
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1.2 自变量的变换 ——在信号与系统分析中是极为有用的。

本节讨论的变换只涉及自变量的简单变换（即时间轴的变换）：实现信号的
时移、反转、展缩。

一、时移（信号的平移）——即信号的波形沿x轴左右平行移动，但波的形状

不变。

1、设连续信号x(t)的波形如图(a)所示,今将x(t)沿t轴平移 ,即得平移
信号x(t- ),  为实常数。

当 >0 时，信号沿t轴正方向移动 （右移），如图三(b)所示。

当 <0 时，信号沿 t 轴负方向移动 （左移），如图三(c)所示.

0t

0t

0t
0t

0t

0t

0                  t                               0            t                                   0                    t0t 0t

X (t)

(a) 信号x(t)                    (b)延时 (c)超前

图三 连续信号的平移

0( )x t t− 0( )x t t+

0t 0t

0t

相对 x (t )而
言
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2、对离散信号x[n],（设 为正整数）

则x[n- ]是将x[n]沿n轴正方向平移 个序号，如图四(b)所示。

x[n+  ]是将x[n]沿n轴负方向平移 个序号，如图四(c)所示。0n0n

0n

0n0n

x [n]                                                           

0                        n                          0           n                                        0  n

0n 0n

（a) 信号x [n]                        (b)延时 (c)超前

图四 离散信号的平移

0n 0n

0

0

0n n
n n

+ =

= −

0[ ]x n n− 0[ ]x n n+
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二、时间反转（信号的反褶）——就是将信号的波形以纵轴为轴翻转 。

(即自变量由原来的 由原来的 )

180o

-2      -1    0    1    2      t

-2      -1    0    1    2     t

x (t)

x (-t)

-2    -1    0    1    2     n

-2    -1    0    1   2    n

X[n]

X[-n]

（b)                                                   (b)

图五连续信号的反转 图六 离散信号的反转

（a)                                                   (a)

,t t n n→ − → −
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三、尺度变换（信号的展缩）——将信号在时间轴上线性展宽或压缩，但纵轴上
的值不变。

设连续信号x(t)的波形如图七 ( a ) 所示，若用at 置换x(t)中的t  ，所
得的信号x(at)即为信号x(t)的尺度变换信号（设a为正的实常数）。

1、若 0< a <1,则x(at)是将x(t)在时间轴线性展宽a倍。(使变化减慢)

例如：若取a=1/2,则得x(t/2) 。此时原函数x(t)中t=1 时的值，等于在
x(t/2)中 t =2的值，即x(2*1/2)= x (1)。如图(b)所示;

2、若 a >1  , 则x(at)是将x(t)在时间轴线性压缩a倍。(使变化加速)

例如：若取 a=2, 则得x(2t)。此时原函数x(t)中t=1 时的值，等于在
x(2t)中 t =1/2的值，即x(2*1/2)= x(1) 。如图(c)所示;

-1     0      1   t        -2     -1     0     1     2   t      -1 -1/2 0 1/2 1   t

1 1 1

x (t)                                                         x ( t/2 )                                                  x ( 2t )

(a)                                         (b)                 (c)

图七 信号的尺度变换
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当已知x(t)，求x(at+b)的波形时，一般可先根据b的值将x(t)平移，得

x(t+b);然后再根据a的值对x(t+b)进行尺度变换和/或时间反转。

但由于x(at+b) 可写成 x[a(t+b/a)] 形式。所以也可先根据a值进行尺度变
换（压缩因子为1/a），然后再平移b/a。

例1.1 已知信号x(t) 如图所示，画出x(t+1)、 x(-t+1)、 x(3t/2)、

x(3t/2+1)的波形。

解：1）、x(t+1)就是x(t)沿t轴左移1。

X(t+1)
1

1

-2           -1            0             1            2            t

-2            -1            0              1            2          t

( a ) 信号 x (t)

( b )x (t)左移1后

P 8

( )x t



 

 

 

18

2）、画x(-t+1)的波形有两条路径：

a、x(t)——左时移1得x(t+1)——再反转得x(-t+1);

b、x(t)——先反转得 x(-t) ——再右时移1得x[-(t-1)]=x(-t+1).

-2            -1             0             1            2           t

-2            -1             0             1            2           t

-2            -1             0             1            2           t -2            -1             0             1            2           t

-2            -1             0             1            2           t 

-2            -1             0             1            2           t

路径 a                                                              路径 b

X(t)
X(t)

X(t+1)

X(-t+1)

X(-t)

X(-t+1)
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3)、画x(3t/2)的波形。因为3/2>1,所以信号x(3t/2)的波形可通过对x(t)作2/3 
线性压缩而得到。

1

1

-2           -1            0             1            2            t

-2           -1            0      2/3  1  4/3     2            t

x (t)

x (3t/2)

x (3/2*2/3) = x(1)        即x (3t/2)中t =2/3时所对应的值与x (t)中t=1时的值相等。

x (3/2*4/3) = x (2)       即x (3t/2)中t = 4/3时所对应的值与x (t)中t =2时的值相等。



 

 

 

20

4）、画x(3t/2+1)的波形。因为x(3t/2+1)=x[3/2(t+2/3)],所以有两条路径。

a）、x(t)——先左时移1得x(t+1)——再压缩2/3得x(3t/2+1) 。见P9例1.3

b)、 x(t)——先压缩2/3得x(3t/2)——再左时移2/3得x(3t/2+1)。

x (3/2*2/3) = x (1) 

1

1

1

1

1

-2           -1            0             1            2            t -2           -1            0             1            2            t

-2           -1            0             1            2            t

-2           -1 -2/3    0     2/3   1            2            t 

-2            -1            0      2/3 1    4/3    2            t

1

-2           -1 -2/3     0     2/3   1           2            t

x (t)

x (t+1)

x (3t/2+1)

x (t)

x (3t/2)

x (3t/2+1)

路径(a)                                                           路径（b)

x [3/2 (t+2/3)]= x (3t/2+1)
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1.2.2 周期信号

1、连续时间周期信号——

即 m = 0, ±1, ±2, ±3,…… （1 .11）

-2T             -T                0                 T                 2T         t   

图九 连续时间周期信号

由图可见：如果x(t)是周期信号(周期为T)，那么对全部t和任意整数m来说就

有x(t+mT)=x(t),即x(t)对于周期2T、3T、4T、……等等都是周期的。使
（ 1.11）式成立的最小正值T称为x(t)的基波周期 。当x(t)为一常数时，
基波周期无定义。

不满足上述条件的信号为非周期信号。 t

1.
2 .

t ∞ ∞



∼的定义域为 (- + );

各周期内信号波形完全一样 .

0T

0T

x (t)

( ) ( )x t x t mT= +

x (t)
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例1：确定以下信号是否为周期信号？

co s( )
( )

s in ( )
t

x t
t


= 

≥

如果 t<0

如果 t 0

X(t)

解：

因为 cos(t+2π) = cos(t)     

sin(t+2π)=sin(t)

可见每个函数都以2π重复，但x(t)在原点有一个不连续点，且这个不连续点并
不在其它地方重现，所以该信号不是周期的。
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例2：判断下列信号是否为周期信号？若是周期信号，则周期为多大?

x(t)=cos2t  + sin3t

解：若是周期信号，则应满足

而对信号 ,只有当 T=                            时，x (t)才
是周期的。即要求

为不可约的整数时, x (t)才为周期信号。
本題中

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( )
( ) ( )

x t x t m T
x t x t m T

= +
= +

1 2( ) ( ) ( )x t x t x t= + 1 1 2 2mT m T=

1 2

2 1

T m
T m

=

1 0,1, 2,3........m =

2 0,1,2,3........m =

1

2

( ) cos2
( ) sin3

x t t
x t t

=
=

即： 1 1

2 2

2 / 2
2 / 3

T
T

ω π
ω π

= =

= =
1 1

2 2

2 / 2 /2
2 / 2 /3

T
T

π ω π π
π ω π

= = =

= =

2

1 3
2 / 3 2

T
T

π
π

= =得：
1 22 3 2T T T π= = =

结论：x (t)信号是周期的，周期为2π。

cos tω
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例3: 判断下列信号是否为周期信号？若是周期信号，则周期为多大?

1、
2( 3 )( ) t n

n
x t e

∞
− −

= −∞

= ∑

( 1)( ) j tx t e π +=
2、

解：1）
( 1)( ) ( 1) sin( 1)j tx t e con t j tπ π π+= = + + +∵

可见 ，所以

2）若是周期的，则有

ω π=
2

2

2

( 3 )

[ 3 ( )]

( 3 )

( )

( 3 )

( 3 ) ( )

t T n

n

t n k

n

t m

m

x t T e

x t k e

x t k e x t

∞
− + −

= −∞

∞
− − −

= −∞

∞
− −

= −∞

+ =

+ =

+ = =

∑

∑

∑

设 T = 3k,则

改变求和的范围得

所以，它是基波周期为， 0 3T =

2 / 2 / 2T π ω π π= = =

1 1

2 2

1 2

1 2

2 / 2 / 2
2 / 2 / 2

/ 2 / 2 1
2

T
T
T T
T T T

π ω π π
π ω π π

= = =
= = =

= =
= = =

——是周期信号
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2、离散时间周期信号

如果一个离散时间信号x[n]时移一个N后，其值不变，即对全部n值有

x[n]=x[n+mN]       m =0,±1,±2….. (1.12)

若（1.12)式成立，那么x[n]对于周期2N、3N、4N、…..也都是周期的。

其中使(1.12)式成立的最小正值N就是它的基波周期 。下图示出一个基
波周期 =3的离散时间周期信号的例子。

0N

0N

图十 离散时间周期信号

-5       -3 -2         0   1       3    4       6              n

x [n]

-4            -1            2             5
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例1：判断下列信号是否为周期信号？若是周期信号，则周期为多大?

( / 8 )

[ ] cos(8 / 7 2)
[ ]

[ ] { [ 3 ] [ 1 3 ]}

j n

n

x n n
x n e

x n n m n m

π

π

δ δ

+

∞

=−∞

= +

=

= − − − −∑

1、

2、

3、

解：1） [ ] cos[8 ( ) / 7 2] cos(8 / 7 2 )
8 2
7

2 7 7
8

8 / 7

4
4 7

x n N n N n

N

N

m

N m m

m N

π π
π

π

π

π
π

+ = + + = + +

=

×
= =

= =

∵

若 则x [n]为周期信号，即

所以

得

2） [( ) /8 ] ( /8 ) /8[ ] j n N j n jNx n N e e eπ π+ + ++ = =∵
若 则 , x [n]为周期信号。/ 8 2 ,

16 , 16

N m
NN m
m

π

π π

=

= =得 ——不是有理数。所以是非周期的。

/8 2 1jN j me e π= =

——是周期信号

2 7
8 / 7 4

N
m

π
π

= =

不可约的整数



 

 

 

27

3）
[ 3 ] { [ 3 3 ] [ 3 1 3 ]}

{ [ 3( )] [ 1 3( )]}

{ [ 3 ] [ 1 3 ]} [ ]

m

m

m

x n k n k m n k m

n m k n m k

n m n m x n

δ δ

δ δ

δ δ

∞

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

+ = + − − + − −

= − − − − − −

= − − − − =

∑

∑

∑

∵

改变求和范围得

所以，是周期信号；T = 3
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1.2.3 偶信号与奇信号

1、如果一个信号x(t)或x[n],以纵坐标为轴反转后不变,则为偶信号。可写
为：

对连续信号有 x(-t)=x(t)

对离散信号有 x[-n]=x[n]

2、如果一个信号x(t)或x[n],以纵坐标为轴反转后有

x(-t)= - x(t)

x[-n]= - x[n]

则为奇信号。一个奇信号在t=0或n=0时其值必须为0。

下图 (a)为偶信号； （b)为奇信号。

x (t)                                                           x (t)   

0                     t                                         0                    t

( a )偶连续时间信号 ( b )奇连续时间信号

图11      
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任何信号均可分解为奇、偶信号之和,即

其中： ——奇部是奇信号（1式）

——偶部是偶信号（2式）

证明如下：

因 x(t)= 1/2[x(t)+x(t)+x(-t)-x(-t)]

= 1/2[x(t)+x(-t)]+1/2[x(t)-x(-t)]

= 

例 1、 已知信号如图(A)所示，试画出奇部和偶部的波形。

解: 画的方法：

1、首先画出x(-t)的波形，如图（b)所示；

2、再根据式 1、2，用图解法进行波形合成，即可画出奇部和偶部

的波形。

( ) { ( )} { ( )} ( ) ( )d u o ex t o x t x t x t x tε= + = +
1( ) { ( )} [ ( ) ( )]
2o dx t o x t x t x t= = − −

1( ) { ( )} [ ( ) ( )]
2e ux t x t x t x tε= = + −

{ ( )} { ( )}u dx t o x tε +
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x (t)                                                           x (-t)

1                                                               1

1/2                                         1/2

-4     -2

0        2           4        t
-1/2

1{ ( )} [ ( ) ( )]
2do x t x t x t= − −

-4          -2           0           2           4       t

(a)                                                        (b)
0            2           4           t                     -4          -2           0                   t

(c)                                                            (d)

图12       连续信号x(t)的奇偶分解

1{ ( )} [ ( ) ( )]
2u x t x t x tε = + −
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{ [ ]} [ ]d oo x n x n=

-3  -2  -1   0   1   2   3     n                                         -3  -2  -1  0   1  2   3       n

-3  -2  -1   0   1   2   3     n
-3   -2  -1

0    1   2   3       n

{ [ ]} [ ]u ex n x nε =

1/2                                              1/2

1

1                                                               1

(a) x [n]                                                  (b)  x [-n]

(c)                                                             (d)
-1/2

图13   离散信号的奇偶分解
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例2、 P47中1.34题——是奇、偶信号的几个性质：

1）证明：若 x [n]是奇信号，则

解：因为x [n]是奇信号，则

[ ] 0
n

x n
∞

=−∞

=∑

1

[ ] [ ] , [0] 0

[ ] [0] { [ ] [ ]} 0
n n

x n x n x

x n x x n x n
∞ ∞

=−∞ =

− = − =

= + + − =∑ ∑所以

2） x [n] 为一任意信号，证明 2 2 2[ ] [ ] [ ]e o
n n n

x n x n x n
∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞

= +∑ ∑ ∑

解： 2 2
0

2 2

2 2

[ ] { [ ] [ ]}

[ ] [ ] 2 [ ] [ ]

[ ] [ ]

e
n n

e o e o
n n n

e o
n n

x n x n x n

x n x n x n x n

x n x n

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞ ∞ ∞

=−∞ =−∞ =−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

= +

= + +

= +

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑

这项为奇函数

所以等于0
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1.3、指数信号与正弦信号

1.3.1    连续时间复指数信号与正弦信号

一、连续时间复指数信号

其中：c 和 a 一般为复数,即 .    

1、实指数信号—— c和a均为实数，即 ,这时x(t)称为实指数信号.

1）、若a为正实数（即 ），则x(t)随t指数增长。

2）、若a为负实数（即 ），则x(t)随t的指数增加而指数衰减。

3）、若a=0      （即 ）, 则x(t)为一常数。

( ) atx t ce=

0a jσ ω= +
0,aω σ= =

C                              
0σ =

0σ < 0σ >

0                               t       

X(t)

图 14

0σ >
0σ <

0σ =
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2、周期复指数信号——当c=1, ，为纯虚数时，即 ，

这时 x(t)为周期复指数信号。

证明:由周期信号定义可知，周期信号必须为：x(t)=x(t+T),即

0( ) j tx t e ω=

0 0 0 0( ) .j t j t T j t j Te e e eω ω ω ω+= =
0 1j Te ω =可见，要求使 ，x (t)就是周期信号。

1）若 ，x (t)=1 ,这时对任何T值都是周期的——但无意义；

2）若 ，则必须使 ，因为（据欧拉公式）有：

0a jω=

0 0ω =

0 0ω ≠
0 2T nω π=

0 0 0 0
0 0

1 1sin ( ) , cos ( )
2 2

j t j t j t j tt e e t e e
j

ω ω ω ωω ω− −= − = +

0
0 0cos sin cos 2 sin 2 1j Te T j T n j nω ω ω π π= + = + =

使上式成立的最小正T值，称基波周期 ： ,       ——为基波频率。0
0

2T π
ω

=0T

可见， 和 都具有同一基波周期的周期信号。

同样，正弦信号也能用复指数信号来表示

0 0j t j te eω ω−

0ω
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因此：

[ 因为 ]

0 0 0(
0cos( ) Re{ )}

2 2
j t j t j tj jA AA t e e e e A eω ω ω φφ φω φ − +−+ = + =

0( )
0sin( ) Im{ }j tA t A e ω φω φ ++ =

0( )
0 0cos( ) sin( )j tAe A t jA tω φ ω φ ω φ+ = + + +

实部 虚部

以后我们会看到，周期复指数信号是构成复杂信号的基本单元。因此在信号

或系统的分析中是十分有用的。

3、成谐波关系的复指数信号——即周期复指数信号的集合。该集合内的全部
信号都是周期的，且有一个公共周期 。

因为复指数信号 要成为具有周期为 的周期信号的必要条件是：

这意味着

由此，若定义 则有

从而得出:为满足(1.34)式,        必须是 的整数倍。这就是说：一个成谐波关
系的复指数信号的集合就是一组其基波频率是某一正频率 的整数倍的复指数

信号，即

0T
j te ω

0T 0 1j Te ω =
0 2 , 0 , 1, 2 ,T k kω π= = ± ± L

0 0 0 02 / , 2 /T k T kω π ω π ω= = =
（1.34）

ω 0ω
0ω

0( ) j k t
k t e ωϕ = 0, 1, 2,.......k = ± ±
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4、一般复指数信号——即当c、a均为复数时。

当C用极坐标表示，a用直角坐标表示时，有

利用欧拉公式可进一步展开为

( ) a tx t c e=

( )00

0

( ) j w t

j

r j ta t j r t

c c e
a r j

ce c e e c e e θ

θ

ωθ

ω
++

=

= +

= =

0 0cos( ) sin( )at rt rtce c e t j c e tω θ ω θ= + + +
由此可见，若 r=0则复指数信号其实部和虚部都是正弦型的。

若 r>0,则其实部和虚部是一个振幅为指数增长的（见图（a))。

若 r<0,则为振幅成指数衰减的正弦信号（见图（b))。

1）当 ， 是一个常数；

2）当 ， 是周期的，其基波频率为 ，基波周期为

0k = ( )k tϕ

0k≠ ( )k tϕ 0k ω

0

0 0

2 2
2 /k

TT
k k T k

π π
ω π

= = =

第k 次谐波
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x(t)

X(t)

t

t (a)   r  >0

(b)  r <0

rtc e±

图 15
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1.3.2  离散时间复指数信号与正弦信号

(1.44),     

其中：C和a均为复数。

若令 ，则可写成另一种表示形式

（1.45)

虽然（1.45）式类似于连续时间的复指数信号的表示形式，但式(1.44)更
方便、更实用。

1、实指数信号——C和a都是实数。

1）、若 >1 ，则信号随n指数增长；（见图1.24(a) 、(d))

2）、若0<   <1 , 则信号随n指数衰减；(见图1.24(b) 、(c))

3）、若 a为正，则 的全部值都具有相同符号；(见图1.24(a) 、(b))

4）、当a为负时，则x[n] 值的符号交替变化；(见图1.24(c) 、(d))

5）、当a=1时，x[n]为一常数；(见图 (e))

6）、当a= -1时，x[n]的值在+C和-C之间交替变化。(见图（f))     

[ ] nx n Ca=

a e β=
[ ] nx n C e β=

a

nC a

离散时间复指数信号定义为：

a
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图16    实指数信号

[ ] nx n Ca=

a > 1

0 < a < 1

-1 < a < 0

a < -1

(e)  a = 1

(f) a = -1

n

n
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2、正弦信号

若令式 中的 为纯虚数 ,    就可得到

再利用欧拉公式，可将复指数和正弦序列联系起来，即

因为 的模 ,所以式(1.46)中信号的每个样本在信号能量中的

贡献都是1。因此在 内的总能量为无穷大；而在每单位时刻点上

的平均功率等于1。

[ ] n nx n Ca Ceβ= = β

0
0 0[ ] cos sinj nx n e n j nω ω ω= = +

0 0
0[ ] cos( )

2 2
j n j nj jA Ax n A n e e e eω ωφ φω φ −−= + = +

0jω

0j ne ω 0 1j ne ω =

n− ∞ < < ∞

2

2

[ ] 1

1 1lim [ ] lim (2 1) 1
2 1 2 1

n n
N

N Nn N

E x n

P x n N
N N

∞ ∞

∞
=−∞ =−∞

∞ →∞ →∞
=−

= = = ∞

= = × + =
+ +

∑ ∑

∑

0[ ] j nx n e ω= (1.46)

离散时间情况下的正弦信号一般表示式为：

另一个重要的复指数序列

C=1
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jC C e θ=

3、一般复指数信号——C和a均为复数

将C和a均以极坐标形式给出，即 ，

则有

1)、当 =1时，x [n]为

可见，此时复指数序列的实部和虚部都是正弦序列；

2）、当 <1时，x [n]的实部和虚部为正弦序列乘以一个按指数衰减的序列。

即：

3）、当 >1时，x [n]的实部和虚部为正弦序列乘以一个按指数增长的序列。

图1.26示出了这些信号的例子。

0ja a e ω=

0( )

0 0

[ ]

[cos( ) sin( )]

n j nn

n

x n Ca C a e

C a n j n

ω θ

ω θ ω θ

+= =

= + + +

a

0 0[ ] co s( ) s in ( )x n C n j C nω θ ω θ= + + +

a

a
0 0[ ] [cos( ) sin( )]nx n C a n j nω θ ω θ= + + +

0 0[ ] [cos( ) sin( )]nx n C a n j nω θ ω θ= + + +
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a

a

n (a)           = 1

(b)            > 1

a( c )         < 1

图 1.26 第一次#
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2、信号的分类

1、信号和系统的定义

3、自变量的变换

4、周期信号 ——判别及确定信号的周期 （注意定义域）

5、偶信号与奇信号——用奇、偶信号来表示任意一个信号。

6、指数信号与正弦信号
( ) a tx t c e=

[ ] n nx n Ca Ceβ= =

——掌握时移、反转、展缩

连续时间复指数信号与正弦信号

离散时间复指数信号与正弦信号

要求：了解不同的C 、a值对函数的影响

能求基波频率或基波周期
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1.3.3离散时间复指数序列的周期性质

连续时间信号与离散时间信号之间有许多相似点，但也存在一些

重要的差别：

1、连续时间信号 具有以下两个性质：

1）、 愈大，信号振荡的速率就愈高；

2）、 对任何 值都是周期的。

0ω

0j te ω 0ω

0
0 0

0
0

cos sin
2

j te t j t

T

ω ω ω
π

ω

= +

=

0j te ω
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2、离散时间复指数信号

1）、当频率变为 时

即离散时间复指数信号在 时的值与频率为 时的值
是完全一 样的。所以，在考虑这种离散时间复指数信号时，仅仅

需要在某个 间隔内选择 就 行了。

（大多数情况下取 ，或 ）

即： 不具有随 的增加而增加振荡速率的特性。事实

上，随着 从0开始增加，其振荡速率愈来愈快，直到

为止。若继续增加 ，其振荡速率下降直到 为止，这

时又得到与 时相同的结果。（见图1.27).       

0 2ω π+
0 0 0( 2 ) 2j n j n j nj ne e e eω π ω ωπ+ = =

0 2ω π+ 0ω

2π 0ω

00 2ω π≤ < 0π ω π− ≤ <
0j ne ω

0ω

0ω 0ω π=

0ω 0 2ω π=

0 0ω =

0j ne ω
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[ ] cos(0* ) 1x n n= = [ ] cos( / 8)x n nπ= [ ] cos( / 4)x n nπ=

[ ] cos( / 2)x n nπ= [ ] cosx n nπ= [ ] cos(3 / 2)x n nπ=

[ ] cos(7 / 4)x n nπ= [ ] cos(15 /8)x n nπ= [ ] cos(2 )x n nπ=

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

图 1.27

低频部分在 及π的偶数倍

值

高频部分在 =±π及π的奇数倍值0ω

0 0ω =

0
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由图可见离散时间复指数信号的低频部分是在 及π 的

偶数倍值附近。而高频部分是在 =±π及π的奇数倍值附近。

注意：在 =π及π的奇数倍值处有

以致于信号在每一点上都改变符号，产生剧烈振荡。

0 0ω =

0ω

0ω
0 ( ) ( 1)j n j n j n ne e eω π π= = = −
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2）、离散时间复指数信号的周期性问题

若信号 是周期的，就必须有

这就要求

为此 必须是 的整数倍，即

若 为有理数，则是周期的；否则就不是周期的。

例如下图 (a)和(b)的信号是周期的， 而图(c)的信号不是周期
的。

0j ne ω

0 0 0 0( )j n N j n j N j ne e e eω ω ω ω+ = =
0 1j Ne ω =

0 Nω 2π

0
0

0

2 22 , , ,mN m N m
N N m

ωω π π
ω π

π ω
= = = =0或 或

2

0 / 2ω π

基波频率 基波周期
没有公因子
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2πX[n]=cos(   n/12)

X[n]=cos(8πn/31)

X[n]=cos(n/6)

图1.25     离散时间振弦信号

(a)

(b)

(c)

0

2 2 31
8 /31 4

N m m mπ π
ω π

= = =

0

2 2 12
1/ 6

N m m mπ π
π

ω
= = =

0

2 2 12
2 /12

N m m mπ π
ω π

= = =

是周期的

是非周期的

是周期的



 

 

 

50

根据上述讨论，可求得离散时间复指数信号的基波周期为

(1.58)

这种表示方法显然与连续时间信号中的表示不同。

表1.1列出了 和 的一些不同点。

表1.1 信号 和 的比较

0
0

2(2 / )
/

N m
m

π
π ω

ω
= =

0j te ω 0j ne ω
0j ne ω0j te ω

基波周期： ，无定义 基波周期： ,无定义
， ，

基波频率为 基波频率为

对任何 值都是周期的 仅当 为有理数时才

是周期的。这里 N和m均为整数

不同，信号也不同 频率相差2π的整数，信号相同

0j ne ω0j te ω

0ω

0ω 0 / 2 /m Nω π =

0ω 0( / ) 2 /m Nω π=

0 0ω =

0 0ω ≠ 02 /T π ω=
0 0ω =
0 0ω ≠ 0(2 / )N m π ω=
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(2 /3) (3 / 4)[ ] j n j nx n e eπ π= +例:求如下信号的基波周期

解：

可见：

的基波周期为3， 的基波周期8。其最小公倍数为

24，即x [n]的基波周期为 = 24。

1[ ]x n 2[ ]x n
0N

(2 /3)
1 1 1

2[ ] , 2 /3 , 3
2 /3

nx n e N m mπ π
ω π

π
= = = =

(3 /4)
2 2 2

2 8[ ] , 3 /4 ,
3 /4 3

j nx n e N m mπ π
ω π

π
= = = =

是有理数—是周期的
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3、成谐波关系的信号

1）、在连续时间情况下，这些成谐波关系的信号为：

当k  =0,±1,±2,……..时都各不相同;

2）、在离散时间情况下,这些成谐波关系的信号为：

( 2 / ) ,( ) jk T t
k t e πφ =

(2 / ) ,[ ] 0, 1, 2,......jk N n
k n e kπφ = = ± ±
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当是第k+N个谐波 时，即
( )(2 / )

( 2 / ) 2

[ ]

[ ]

j k N N n
k N

jk N n j n
k

n e
e e n

π

π π

φ

φ

+
+ =

= =

这意味着，由 给出的一组信号中，

仅有N个互不相同的周期复指数信号。例如：

(2 / )[ ] jk N n
k n e πφ =

2 / 4 / 2 ( 1) /
0 1 2 1[ ] 1, [ ] , [ ] ,.... [ ]j n N j n N j N n N

Nn n e n e n eπ π πφ φ φ φ −
−= = = =

而任何其它的 都与上列中的某一个相同。例如，[ ]k nφ

0 1 1[ ] [ ] [ ] [ ]N Nn n n nφ φ φ φ− −= =和

=1
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1.4    单位冲激、单位阶跃函数

1.4.1 离散时间单位脉冲和单位阶跃序列

1、单位脉冲(也称单位样本）

• 定义为：

2、单位阶跃

• 定义为：

0 0
[ ] (1.63)

1 0
n

n
n

δ
≠

=  =

[ ]nδ

0          n

1

0 0
[ ]

1 0
n

u n
n

<
=  ≥

0 1 2 3 4   n

1
u[n]
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[ ] [ ]
n

m
u n mδ

= − ∞

= ∑

3、离散时间单位脉冲和单位阶跃之间的关系

1）、离散时间单位脉冲是离散时间单位阶跃的一次差分，即

2）、离散时间单位阶跃是离散时间单位脉冲的求和函数，即

[ ] [ ] [ 1]n u n u nδ = − −

(1.66)

n     0                      m

求和区间 [ ]mδ

0        n          m

求和区间

[ ]mδ

(a) n < 0                                                  (b)

图1.3     求和

0n ≥

[ ] [ ]
n

m
u n mδ

= − ∞

= ∑

因为单位样本仅在n = 0时有值,其余均为0 。所以当对n < 0求和，
值为0；当对 求和，值为1。0n≥

1

0
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0

0

[ ] [ ] [ ] [ ]
k k

u n n k u n n kδ δ
∞

=∞ =

= − = −∑ ∑或 (1.67)

这时,           在 k = n 时有值,所以当n < 0 时,式(1.67)求

和值为0 ;而当 时,求和值为1.

[ ]n kδ −
0n ≥

若将求和变量从 m改为k = n – m 后，离散时间单位阶跃也可用

单位样本表示成：

[ ]n kδ −

n         0             k                                       0        n             k

[ ]n kδ −
求和区间

求和区间

(a)  n < 0                                              (b)    

图 1.31

0n ≥

0 ∞∼
0 ∞∼
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注: 单位脉冲序列可以用于对一个信号在n = 0 时的值采样,即

X[n]      = x[0]       

更一般的情况是,考虑发生在 处的值的采样,即

[ ]nδ [ ]nδ

0n n=

0 0 0[ ] [ ] [ ] [ ]x n n n x n n nδ δ− = −

0                                     n

0[ ]n nδ −

0[ ]x n

0n

[ ]x n
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1.4.2 连续时间单位阶跃和单位冲激函数（注意：有补充内容）

1、连续时间单位阶跃函数

• 定义

0 0
( )

1 0
t

u t
t

<
=  >

u(t)

0                        t

1

注意：单位阶跃在 t = 0 处是不连续的。

例:    画出 x(t)= u(sinπt)的波形.

解:  1 sin 0
( ) (sin )

0 sin 0
t

x t u t
t

π
π

π
>

= =  <
∵

连续时间单位阶跃函数

故得 x (t)的波形如下图所示 , 22
T

Tπ
ω π= = =

亦称奇异信号——本身，或导数与微分有不

连续点。
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∆

1/∆
( )tδ ∆

0
( ) lim ( )t tδ δ ∆∆→

=

0

2、单位冲激函数

定义

00

0
( )

0 0
1( ) lim 1

t
t

t

t dt dt

δ

δ
∞ ∆

∞ ∆→

∞ =
=  ≠

= =
∆∫ ∫-

1

( )tδ

0                    t
连续时间单位冲激

且

称冲激强度

推广：

1）、设 为正实常数，则有0t
0

0
0

0

0 00

( )
0

( ) ( ) 1
t

t

t t
t t

t t

t t dt t t dt

δ

δ δ
∞ +

−∞ −

∞ =
− =  ≠

− = − =∫ ∫
2）、若冲激函数图形下的面积为A，则有

且

0
0

0

0

0 00

( )
0

( ) ( )
t

t

t t
A t t

t t

A t t dt A t t dt A

δ

δ δ
∞ +

−∞ −

∞ =
− =  ≠

− = − =∫ ∫且
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性质：

1）、设x(t)为任意有界函数，且在t=0与t=    时刻连续，其
函数值分别为x(0)与x(   ),则有

0 0 0

( ) ( ) (0) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x t t x t
x t t t x t t t

δ δ
δ δ

=
− = −且

0t
0t

2)、抽样性

0 0 0 0 0 0

( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t t dt x t dt x t dt x

x t t t dt x t t t dt x t t t dt x t

δ δ δ

δ δ δ

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= = =

− = − = − =

∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫且

x (t) X(t)

0                t                          0                  t0t

x(0) x(  )0t
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3)、为偶函数，即有 ( ) ( )t tδ δ− =

证明： 给上式等号两边同乘以x (t)并进行积分，即

( ) ( ) ( ') ( ') ( ') ( ') ( ') '

( ') (0) (0)

t x t dt t x t d t t x t dt

t x dt x

δ δ δ

δ

∞ −∞ ∞

−∞ ∞ −∞

∞

−∞

− = − − = −

= =

∫ ∫ ∫
∫

左式=

( ) ( ) ( ) (0) (0)t x t dt t x dt xδ δ
∞ ∞

−∞ −∞
= =∫ ∫右式=

故得

同理可得

( ) ( )t tδ δ− =

0 0( ) [ ( )]t t t tδ δ− = − −

4）、 （a为大于零的实常数）

证明：

设 ,则 ;故有

1( ) ( )at t
a

δ δ=

't a t=
1 1' , 't t dt dt
a a

= =

't t− =
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1 1 1( ) ( ') ' ( ') '

1 1 1( ) ( )

1( ) ( )

at dt t dt t dt
a a a

t dt t dt
a a a

at t
a

δ δ δ

δ δ

δ δ

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

= = =

= =

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

左式=

右式=

故得

推广

0 0
0

0
0

1( ) [ ( )] ( )

1( ) ( ) (0 )

1( ) ( ) ( )

t ta t t a t t
a a a

x t a t d t x
a

tx t a t t d t x
a a

δ δ δ

δ

δ

∞

− ∞

∞

− ∞

− = − = −

=

− =

∫

∫

1）、

2）、

3）、
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3、连续时间单位冲激函数与单位阶跃之间的关系

1）、连续时间单位阶跃是单位冲激的积分函数

( ) ( )
t

u t dδ τ τ
−∞

= ∫
证明：

• 当t < 0 时，有 = 0，故有

• 当t > 0 时，有

( )tδ

( ) 0 0
t t

d dδ τ τ τ
−∞ −∞

= × =∫ ∫
0 0

0 0
( ) 0 ( ) 0 0 1 0 1

t t
d d d dδ τ τ τ δ τ τ τ

+

−−∞ −∞ +
= × + + × = + + =∫ ∫ ∫ ∫

故得
0 0

( ) ( )
1 0

t t
d u t

t
δ τ τ

−∞

<
= = >

∫

为斜坡函数

证毕#
2 ( ) ( ) ( ) ( )

t t
u t d d u d tu t

τ
δ λ λ τ τ τ− −∞ −∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫
如果对 二次积分,可得( )tδ

注意定义域

0          t

( )tδ1

0              t
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2）、连续时间单位冲激可看作连续时间单位阶跃的一次微分，即
( )( ) d u tt

d t
δ =

严格地说，由于u(t)在t = 0时是不连续的，因此是不可微的。然而可
把u(t)解释成斜平信号 的一种近似。因为 是一个连续

信号，所以可求导。

( )u t∆

( )u t∆

0     ∆ t

1

所以，u (t)是∆ 0时， 的极限。即( )u t∆

0

( )( )

( ) lim ( )

d u tt
d t

t t

δ

δ δ
→

=

=

V
V

VV

( )tδ( )tδV

0  ∆ t 0           t

1/∆ 1

( )u t∆

（a)

的导数

（b）

连续时间单

位冲激
0

( ) l i m ( )u t u t∆∆ →
=

u(t)

1

0                     t

( )u t∆
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说明： ( ) [ ( ) ( )] ( )

1( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )

1 0[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

1 [ ( ) ( )]

tu t u t u t u t

d tt u t u t u t t t t
dt

u t u t t t t

u t u t

δ δ δ δ

δ δ δ

∆

∆ ∆

= − − ∆ + − ∆
∆

= = − − ∆ + − − ∆ + − ∆
∆ ∆

∆
= − − ∆ + − − ∆ + − ∆

∆ ∆ ∆

= − − ∆
∆

( )u t∆

1 1/∆

( )tδV

0  ∆ t0     ∆ t

#   证毕

0
( ) lim ( )t tδ δ ∆∆ →

=

0 0 0

1 1( ) lim lim ( 0) 1t dt dtδ
∞ ∆

−∞ ∆→ ∆→
= = ∆ − =

∆ ∆∫ ∫冲激强度为

得

y ax b= +
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注意: 定义域.例如:

( ) ( )
t

d u tδ τ τ
−∞

=∫
( ) 1t d tδ

∞

∞
=∫-

1.4.3其它信号(注意：这是补充内容）

1、符号函数

定义：

1 , 0
sgn( )

1 , 0
t

t
t

>
= − <

1

-1
0                  t              

sgn( )t

可用 u (t)表示为
sgn( ) ( ) ( )
sgn( ) 2 ( ) 1

t u t u t
t u t

= − −
= −

亦属奇异信号

2

-1
0                                   t

2u(t)

-1
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例：试画出函数 的波形。( ) sgn(cos )
2

f t tπ
=

解：
1 ,cos / 2 0

( ) sgn(cos )
1 ,cos / 2 02

2 2 4
/ 2

t
f t t

t

T

ππ
π

π π
ω π

>
= = − <

= = =

cos / 2tπ∵ 如图(a)所示

(a)

(b)

由此可得f (t)的波形如图(b)所示
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2、单位斜坡函数

定义：
0 , 0

( ) ( )
, 0
t

r t tu t
t t

<
= =  ≥ 0          1            t

1

单位斜坡信号与u (t)、 有如下关系：( )tδ

2

2

( )( ) ( ) , ( )

( )( ) ( ) , ( )

t

t t

dr tr t u d u t
dt

d r tr t d d t
dt

τ τ

δ τ τ τ δ

−∞

−∞ −∞

= =

= =

∫

∫ ∫
单位斜坡信号r (t)的一次积分是抛物线，即

2

0

1( ) ( )
2

t t
r d d t u tτ τ τ τ

−∞
= =∫ ∫

( )r t
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3、抽样函数

定义：
sin( ) tSa t

t
=

其波形如图所示。由图可见：

1、它是一个偶函数；

2、当

时，函数值等于零。

3、振幅沿 t 正、负两方向逐渐衰减。

函数还具有以下性质：

, 2 ,t nπ π π= ± ± ±L

( )Sa t 0
( )

2

( )

Sa t dt

Sa t dt

π

π

∞

∞

−∞

=

=

∫

∫
抽样函数的另一种表示是 函数。表示式为：sin ( )c t

sinsin ( ) tc t
t
π

π
=
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1.4.4、信号的运算（注意：这是补充内容）
在实际工程应用时,常需分析信号的组成,而将其分解成基本的时
间信号;同时也需要将某些信号变换成便于应用的形式,或构成其它
形式的信号。这就需要对信号进行处理或运算。这里主要讨论一些

基本运算。
1、信号相加

将n个信号 相加，得相加信号y (t),即1 2 3( ), ( ), ( ).....x t x t x t

1 2 3y(t)=x(t)+x (t)+x (t).....

信号相加用加法器实现，如下图所示

⊕ 1 2 3y(t)=x (t)+x (t)+x (t).....
1( )x t

2()x t
( )nx t
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2、信号相乘

将两个信号 ,      相乘，得相乘信号 y( t )。即2 ( )x t1( )x t

1 2( ) ( ) ( )y t x t x t= ×

相乘运算用乘法器实现，如下图所示

⊗ 1 2( ) ( ) ( )y t x t x t= ×
1()x t

2( )x t
3、数乘

将信号乘以实常数a，称为对信号x (t)进行数乘运算，即
y (t) = a x (t)

信号的数乘运算用数乘器实现，如下图所示

ax (t) y (t)=a x (t)
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4、信号的微分运算

信号的微分运算用微分器实现，即

d
d t

( )( ) dx ty t
dt

=x( t )

注意：当x(t)中含有间断点时，则 中在间断点上将有

冲激函数存在，其冲激强度为间断点处函数x (t)跳变的幅度值。

5、信号的积分运算

信号的积分运算用积分器实现，即

( )( ) dx ty t
dt

=

∫x( t ) ( ) ( )
t

y t x dτ τ
−∞

= ∫
例1：已知 x (t) 为半波正弦信号，

1）、求 ，并画出其波形。''( )x t
( ) ( )

t
y t x dτ τ

−∞
= ∫2）、求
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解：1)、
( ) sin [ ( ) ( )]

'( ) cos [ ( ) ( )] sin [ ( ) ( )] cos[ ( ) ( )]
''( ) sin [ ( ) ( )] cos [ ( ) ( )]

sin [ ( ) ( )] ( ) ( )

x t t u t u t
x t t u t u t t t t u t u t
x t t u t u t t t t

t u t u t t t

π
π δ δ π π

π δ δ π
π δ δ π

= − −
= − − + − − = − −
=− − − + − −
=− − − + + −

∵
故

x(t) '( )x t ''( )x t
2)、当t < 0 时，x (t) = 0 ,故

( ) ( ) 0
t

y t x dτ τ
−∞

= =∫
当0 < t <π时，x (t) = sin t , 故

= 0
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0 0

0 0
( ) ( ) ( ) 0 sin

0 [ cos ] 1 cos
0

t t t
x d x t d x t dt d d

t
t

τ τ τ τ τ τ

τ

−∞ −∞ −∞
= + = +

= + − = −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

t π>

0

0
( ) 0 sin 0

0 [ cos ] 0 2
0

0 0
( ) ( ) 1 cos 0

2

t t

t

x t dt d d d

t
y t x d t t

t

π

π
τ τ τ τ

π
τ

τ τ π
π

−∞ −∞

−∞

= + +

= + − + =

≤
= = − < <
 ≥

∫ ∫ ∫ ∫

∫

当 时，x (t) = 0 , 故

其波形如（d)所示。

第2次
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1.5 连续时间和离散时间系统
系统——能够对信号完成某种变换或运算的集合体称为系统。

1、连续时间系统
连续时间系统x(t) y(t)

x(t)       y(t)可用符号表示为

2、离散时间系统

离散时间系统X[n] Y[n]

可用符号表示为 x [n]                 y [n]

1.5.1  简单系统

1、很多不同应用场合的系统都具有非常类似的数学描述形式（书
中举了几个例子说明了这一点）。

2、一个复杂的系统可以分解成一些基本系统（例如，DCS系统）

P29页

1、RC电路 （1.82）

2、汽车 (1.85)

3、银行户头 (1.87)

4、数字方真（1 .89)
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光纤

以太网

I/O总线

现场总线

工程师站ES和操作员站OS等，

过程控制站PCS和数据采集站DAS

传感器和执行器

JX-300X系统

网络结构

经营管理
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1.5.2  系统的互联

一个复杂的系统，可看作是几个子系统互联构成。

系统的互联通常有以下几种基本形式：

1、串联（或级联）

几个子系统首尾相接，前一个系统的输出便是后一个系统的输入。如下
图所示。

系统 1 系统 2 系统 n
输入 输出

级联

2、并联

系统 1和系统 2有相同的输入，并联后的输出是系统 1和系统 2的输出之和。
如下图所示。 系统 1

系统 2

系统 n

⊕输入 输出

并联

（例如：PID）

(例如：多级放大A=A1*A2…..*AN)
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3、反馈联接

系统 1 的输出是系统 2 的输入，而系统 2 的输出又反馈回来与外
加的输入信号一起组成系统 1的真正输入。如下图所示

⊕ A (系统 1)

F(系统 2)

输入 输出

反馈联接

1.6  基本系统性质

1.6.1  记忆系统与无记忆系统

1、无记忆系统——如果系统的输出仅仅决定于该时刻的输入，则这个系统就

称为无记忆系统。

例如：
2 2[ ] (2 [ ] [ ])y n x n x n= −

( )x t ( ) ( )
1

Ay t x t
AF

=
+

( )fx t
−

+
( ) ( )fx t x t−

——无记忆系统

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( )
1

fy t A x t x t Ax t Ay t F
Ay t x t
AF

= − = −

=
+
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一种特别简单的无记忆系统是恒等系统。即

y (t) = x  (t)
或

y [n] = x [n]
2、记忆系统——系统的输出不仅与当前的输入有关，而且还与以前的输入有

关，这样的系统称为记忆系统。

例如1:    累加器(或相加器)是一个记忆系统。

1

[ ] [ ] [ ] [ ]
n n

k k
y n x k x k x n

−

= − ∞ = − ∞

= = +∑ ∑

例如2:  延迟单元也是一个记忆系统

y [n] = x[n-1]    ——因为输出值还取决于以前的输入x[n-1]。

例如3：积分系统也是一个记忆系统

1( ) ( )
t

y t x d
c

τ τ
−∞

= ∫
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1.6.2  可逆性与可逆系统

1、一个系统如果在不同的输入下，有不同的输出，则称该系统为可逆系统。
它满足一一对应关系。

如果一个系统分别对两个或两个以上不同的输入，能产生相同的输出，则
这个系统是不可逆系统。

例如： 就是一个不可逆系统

2、 如果一个系统是可逆的，那么就有一个逆系统存在，当该逆系统与原系

统级联后，就会产生一个输出w[ n ]等于第一个系统的输入 x[ n ],如下图
所示

2( ) ( )y t x t=

系统 逆系统x [n] y [n] w [n] = x [n]

一般的可逆系统

例1：设可逆系统的输出为 y (t) = 2x(t)，则该可逆系统的逆系统是

w (t) = 1/2 y (t) = x (t)

例2： 是可逆系统(该系统任意两个相邻的输出之差

就是最后的输入值），故其逆系统为 w [n] = y [n] - y[n-1] = x [n]

[ ] [ ]
n

k
y n x k

= − ∞

= ∑
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1.6.3    因果性
1.   因果系统——如果一个系统在任何时刻的输出只决定于现在以及过去的输
入。而与系统以后的输入无关，则该系统为因果系统（它满足先因后果）。

因为系统的输出无法预测未来的输入值，所以这样的系统也称为不可预测的

系统。

例如

1） y (t) = 2x(t)   就具有因果关系。——所有无记忆系统都是因果的。
2） y [n] = x[n]-x[n+1]   和 y (t) = x(t+1)  是非因果的（因为它们的输出还与

将来的输入有关）。

2、系统的判别

1）、检验一个系统的因果性，重要的是要仔细看一下系统的输入-输出关系.

2）、要把输入信号的影响仔细地与系统中其它函数的影响区分开来。

例1：已知系统为 y [n] = x [-n]  ,试判别因果性。

解：设n = - 4, 则 y[- 4] = x[4] ,所以在这一时刻的输出与将来的输入有关。

故为非因果系统。
不能用 n = 4
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例2：已知系统为

解：在这个系统中，任何时刻 t 的输出 等于在同一时刻的输入x(t)

乘以一个随时间变化的数cos(t+1)。——所以该系统是因果的。
1.6.4   稳定性

系统稳定性定义—— 一个系统,若其输入是有界的(即输入的幅度不是无

限增长的),则系统的输出也必须是有界的，因此不可能发散。则称系统是稳

定的；

如系统对有界输入产生的响应是无界的，则称不稳定系统。

例1：若输入到累加器是单位阶跃u[ n ],则输出就是

[ ] [ ] ( 1) [ ]
n

k
y n u k n u n

= −∞

= = +∑
即 y[0] = 1, y[1] = 2, y[3] = 3   …， y [n] 无限增长。——为不稳定系统。

例2：y (t) = x(t-1) ——是一个稳定系统（因为输出只是输入的延时，形 状不变）

说明：稳定性的另一种定义是建立在系统函数及其收敛域的特性上。

( ) ( ) cos( 1)y t x t t= +
( )y t
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例1.13  检验以下系统的稳定性 1
( )

2

: ( ) ( )

: ( ) x t

S y t tx t
S y t e

=

=
判别系统稳定性的实用方法是:

1、如果怀疑某一系统是不稳定的,那么找一个特别的有界输入（例如一个常数或

阶跃输入等这类有界输入）看是否为导致一个无界的输出。

对 系统，可用 x (t)=1 代入，这时得 y (t) = t  ，可见 系统是不稳定的。

（因为不管取什么样的常数为界， 在某个 t 时总会超过这个界）。

对 系统，我们找不到一个有界的输入而产生无界的输出。所以这时就得

2、按在所有有界输入下都产生有界输出的办法来确认它。令B为一任意正数，并

令 x (t)是被B所界定的某任意信号，

即 或

则有 —— 即 的任何输入是被任一正数B

所界定。所以系统是稳定的 。

1S 1S
( )y t

2S

( ) ( )x t B B x t B< − < <

( )B Be y t e− < < 2S
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1.6.5   时不变性

1、系统的时不变性——指系统的行为特性不随时间而变。
这就是说，如果输入信号有一个时移，则在输出信号中将产生同样的时

移。即

如果 [ ] [ ]
( ) ( )

x n y n
x t y t

→
→

0 0

0 0

[ ] [ ]
( ) ( )

x n n y n n
x t t y t t

− → −
− → −

则

则或

2、时不变性系统的判定方法

1)、令 是系统的任一输入，此时其输出为 ；改变输入为

，分析相应的输出 是否为

如是，则系统为时不变系统；如不是，则系统为时变系统。

例1：设y (t) = sin[ x (t)] ,判定它是否是时不变系统。

解：因为 （1.115)                                                          

1( )x t 1( )y t

2 1 0( ) ( )x t x t t= − 2( )y t 1 0( )y t t−

1 1 1

2 1 0

2 2 1 0

1 0 1 0 2

( ) ( ) s in [ ( )]
( ) ( )
( ) s in [ ( )] s in [ ( )]
( ) s in [ ( )] ( )

x t y t x t
x t x t t
y t x t x t t
y t t x t t y t

→ =
= −

= = −

− = − =

现有

据（1.115)有

(1.116)  

(1.117)

(1.118)

即是时不变系统。

则

从输入
角度考
虑

从时移角度考虑
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2）、当怀疑一个系统是时变的时候，通常采用的办法是找一个反例（即根据

直观认识，找一个输入信号让时不变系统是时变的）。

例：已知 y [n] = n x[n]，试判别系统的时不变性。

解：设 ，则
1[ ] [ ]x n nδ= 1[ ] 0 ( [ ] 0)y n n nδ= =∵

然而当 时，输出为2

2

[ ] [ 1 ]
[ ] [ 1 ] [ 1 ]

x n n
y n n n n

δ
δ δ

= −
= − = −

因此,当 是 的时移时,          并不是 的时移,即该系统为时变系统.2[ ]x n 1[ ]x n 2[ ]y n 1[ ]y n
1.6.6   线性

线性系统有两个重要性质：即叠加性和齐次性。

1、叠加性——如果某一个输入是由几个信号的加权和组成的话，那么输出

就是系统对这组信号中每一个的响应的加权和。即

系统 系统

系统

1[ ]x n 1[ ]y n
2[ ]x n 2[ ]y n

1[ ]x n 2[ ]x n 1[ ]y n 2[ ]y n+ +
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2、齐次性——如果某一个输入加权后输入系统，则系统的输出就是原输出
的加权。

系统 系统
x (t) y (t) A x(t) A y(t)

其中，A为任意复常数

3、线性系统——同时满足叠加性和齐次性的系统称为线性系统。即

1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

x t y t x t y t
ax t bx t ay t by t
x n y n x n y n
ax n bx n ay n by n

→ →
+ → +

→ →
+ → +

连续时间：若

则

离散时间：若

则

在检验一个系统的线性时，要牢记：系统必须同时满足可加性和齐次性，

而信号和任何比例常数都可以是复数。
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例1.17 考虑一个系统 S ,其输入x (t) 和输出y (t)  的关系为: ( ) ( )y t tx t=
试判断S是否为线性系统。

解：

1、先考虑如下两个任意输入

1 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x t y t tx t
x t y t tx t

→ =
→ =

2、令 3 1 2( ) ( ) ( )x t ax t bx t= + 其中a、b为任意常数，

则
3 3 3 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
( ) ( ) ( ) ( )

x t y t tx t t ax t bx t
atx t btx t ay t by t

→ = = +

= + = +

结论：S是线性的。
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例：设系统为 ，试判断线性性。

解：令 ，是一个任意复输入，响应的输出应为

[ ] { [ ]}y n e x n= ℜ

1

1

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]

x n r n js n
y n r n

= +
=

现把 乘以一个复数a = j  ,也即考虑输入为1[ ]x n

2 1

2 2

2

[ ] [ ] ( [ ] [ ] )
[ ] [ ]

[ ] { [ ] } [ ]
[ ] [ ]

x n jx n j r n js n
s n j r n

y n e x n s n
y n j r n

= = +
= − +

= ℜ = −
≠

对应的输出为

即

即，该系统不满足齐次性，所以不是线性的。
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例1.20

考虑系统为 [ ] 2 [ ] 3y n x n= + ,试判断该系统是否线性。

解：有多种方法可用来证明它不是线性的。

1、设 1 2

1 1 1

2 2 2

[ ] 2 , [ ] 3
[ ] [ ] 2 [ ] 3 7
[ ] [ ] 2 [ ] 3 9

x n x n
x n y n x n
x n y n x n

= =
→ = + =
→ = + =

则

然而，对 3 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] 2( [ ] [ ]) 3 13x n x n x n x n x n= + → + + =
它不等于

2、另一种证明方法如下：

若 x [n] = 0  ,则 y [n]=3  ——它不满足“零输入/零输出”的性质。所以不是线性

的。

1 2[ ] [ ] 16y n y n+ = 所以不是线性的。

再仔细分析该系统，可发现它是一个增量线性系统：
线性系统 ⊕

[ ]x n

0[ ]y n

[ ]y n

因为这个系统的输出可看作有两部分组成：

1、一为线性系统的输出，即 [ ] 2 [ ]x n x n→
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2、为系统的零输入响应，即 0[ ] 3y n =

即：系统的总输出由一个线性系统的响应与一个零输入响应的叠加组成。其响应
对输入中的变化是线性的。换句话说：对增量系统而言，对任意两个输入的响应

的差是两个输入差的线性函数。即

1 2 1 2

1 2

[ ] [ ] 2 [ ] 3 {2 [ ] 3}
2{ [ ] [ ]}

y n y n x n x n
x n x n

− = + − +
= −
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1.7 小结

本章讨论了有关连续时间与离散时间信号与系统的一些
基本概念。

要求掌握：

1、自变量的变换

2、基本信号的性质

3、信号的运算

4、基本系统的性质及判别
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作业：

1、已知信号 的波形如图(a) 所示，

1）求积分 ，并画出波形；

2）求微分 ，并画出波形。

( )x t
(6 2 )

t
f dτ τ

−∞
−∫

[ (6 2 )]d f t
dt

−

2、习题1.9        (d) 

3、习题1.10      
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第二章

线性时不变系统
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基本系统性质

2  、可逆性与可逆系统

3 、 因果性

4  、稳定性
5 、 时不变性

6、 线性系统

1、 记忆系统与无记忆系统

这一章研究LTI系统的一些很重要的表示：
1、把离散时间信号表示成一组移位的单位脉冲的加权和，并据此
导出对离散时间LTI系统响应的卷积和表示。

2、把连续时间信号表示成移位单位冲激函数的加权积分，并据
此导出对连续时间LTI系统响应的卷积积分表示。

这些表示方法极为重要，因为这样可利用系统的单位冲激响应来计
算系统对任何输入信号的响应。还可利用卷积分析LTI系统的性质

•很多物理过程都具有这两个性质；利用这
两个性质可以对LTI系统进行详细的分析。
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线性时不变系统——即具有线性和时不变特性的系统(LTI系统)

1、系统的时不变性——指系统的行为特性不随时间而变。

2、线性系统——满足叠加性和齐次性的系统。

如果能将LTI系统的输入用一组基本信号的线性组合来表示，就可

以根据该系统对这些基本信号的响应，然后利用叠加性质求得整个

系统的输出。 为此，我们想到了冲激函数这个基本函数，它具

有以下特性：(即采样性质)

0 0 0

0 0 0

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

x n n n x n n n
x t t t x t t t

δ δ
δ δ

− = −
− = −
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2.1.1 用脉冲表示离散时间信号

图2.1(a)是一个离散时间信号 。

图(b)~ (f)分别为 n = -2 、-1、0、1、2时的一组移位并加权了
的单位脉冲序列,每个脉冲的大小与x[n]所对应的时刻序列值相

等。即
[ 2], 2

[ 2] [ 2]
0 2

[ 1], 1
[ 1] [ 1]

0 1

[0] 0
[0] [ ]

0 0

[1] 1
[1] [ 1]

0 1

[2] 2
[2] [ 2]

0 2

x n
x n

n
x n

x n
n

x n
x n

n
x n

x n
n

x n
x n

n

δ

δ

δ

δ

δ

− = −
− + =  ≠ −

− = −
− + =  ≠ −

=
=  ≠

=
− =  ≠

=
− =  ≠

[ ]x n
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[n  

图2.1   一个离散时间信号分解为

一组加权的移位脉冲之和
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因此 x[n] 可表示为

[ ] [ 3] [ 3] [ 2] [ 2] [ 1] [ 1] [0] [ ]
[1] [ 1] [2] [ 2] [3] [ 3]

[ ] [ ]
k

x n x n x n x n x n
x n x n x n

x k n k

δ δ δ δ
δ δ δ

δ
+∞

=−∞

= + − + + − + + − + +
+ − + − + − +

= −∑

L
L

上式表明，可以把任意一个序列表示成一串移位的单位脉冲序列
的线性组合，而这个组合式中的权因子就是x [k] 。

由于

(2.2)

即仅当 k = n时有值 (注意:这里的变量是K,而n是定值.)

因此，式（2.2)称为离散时间单位脉冲序列的筛选性质。

[[ ] [ ] [ ]] [ ] [ ] [ ]
k k k

x k n k x n n k x n x nn kδδ δ
∞ ∞∞

=−∞ = −∞−∞ =

− = −− = =∑∑ ∑
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2.1.2  离散时间LTI系统的单位脉冲响应及卷积和

筛选性质的重要性在于它把x[n] 表示成一组加权的基本函数
的叠加,这个基本函数就是移位单位脉冲 ,只有当k = n 

时才有值。

一个线性系统对x[n]的响应就是系统对这些移位脉冲中的每一
个的响应加权后的叠加;再者,时不变性又意味着一个时不变系统对
移位单位脉冲的响应就是未被移位的单位脉冲响应的移位 .将这两
点结合起来就可得到具有线性和时不变性的离散时间系统的卷积和
表示.

[ ]n kδ −

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
k

y n x k h n k

x n h n

+∞

=−∞

= −

= ∗

∑[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
k

x n x k n k

x n n

δ

δ

+∞

=−∞

= −

= ∗

∑

线性时不变系统

线性时不变系统

线性时不变系统

[ ]nδ
[ ]n kδ −

[ ] [ ]x k n kδ −

线性时不变系统

[ ]h n
[ ]h n k−
[ ] [ ]x k h n k−

时不变性

奇次性

叠加性

单位脉冲响应具体地说,若令
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
k

y n x k h n k

y n x n h n

+∞

= −∞

= −

= ∗

∑

[ ] [ ]
[ ] [ ]

nx n a u n
h n u n

=
=

即:  x [n]的响应就变为

称x [n]和h [n] 的卷积;y [n]为卷积和,

记为

既然一个LTI系统对任何输入的响应可用系统对单位脉冲的响应
来表示,那么LTI系统的单位脉冲响应h [n]就刻画了系统的特性.

例 2.3    已知输入信号x [n]和系统的单位脉冲响应h [n]为

x[n]

h[n]

先反转，再时移 n

其中:      0 < a < 1
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]k

k k
y n x k h n k a u k u n k

+∞ +∞

=−∞ =−∞

= − = −∑ ∑则有

[ ] [ ]kx k a u k=

[ ] [ ]

[ 1 ] [ ( 1)]

[1 ] [ ( 1)]

[ ] 0

[ ] 0

h k u k

h k u k

h k u k

h n k n

h n k n

− = −

− − = − +

− = − −

− >

− <
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因此,对于 :

由上图可见: 若 n < 0 ,  x [k] h [n - k]  对于全部k值都为零，y [n]=0

若 ,  则有0n ≥
0

[ ] [ ]
0

ka k n
x k h n k

k
 ≤ ≤

− = 
 其余

图2.7      例2.3的输出响应

0n ≥
1

0
1

1[ ] 0
1

1[ ] ( ) [ ]
1

nn
k

k
n

ay n a n
a

ay n u n
a

+

=

+

−
= = ≥

−

−
=

−

∑

对于全部 n :

1
1 a−

见P54  题1.54a
有限项和公式
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例2.5   一个LTI系统,其输入x[n]和单位脉冲响应h[n]如下:
[ ] 2 [ ] [ ] [ ]nx n u n h n u n= − =

则 [ ] [ ] [ ] 2 [ ] [ ]k

k k
y n x k h n k u k u n k

+∞ ∞

= −∞ = −∞

= − = − −∑ ∑

图2.11   

u [n - k]

y [n]

[ ] 2 [ ]kx k u k= −

由图可见,当k > 0时,x [k] = 0  ;而h [n - k]在k > n 时是零。同时还能看
到,无论 n为何值,序列x [k] h [n - k]沿k轴

总有非零的样本值.因此

1、当 就有:0n ≥
0

[ ] 2 k

k
y n

= −∞

= ∑

这是一个无穷项的和式

可用无限项求和公式求

得.

n >0
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0

1 0 1
1

k

k
a a

a

∞

=

= < <
−∑

0

0

1 12 ( ) 2
2 1 (1/2)

r
k

k r

∞

=−∞ =

= = =
−∑ ∑

[ ] [ ] [ ] 2
n n

k

k k
y n x k h n k

=−∞ =−∞

= − =∑ ∑

无限求和公式为

若将变量k置换成r = - k ,则可得

即,对 ,    y [n] = 2              n = 0,1,2,3,…..

2、当n < 0  时,对于 ,  x [k] h [n -k] 有非零值,因此对n < 0有

0n ≥
k n≤

以 和 作变量置换,再次利用无限求和公式来
求上式,可得:             

l k m l n= − = +

1

0 0

1 1 1 1[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 2
2 2 2 2

l m n n m n n

l n m m
y n

∞ ∞ ∞
− − +

=− = =

= = = = • =∑ ∑ ∑
3、整个y [n]序列如上图(b)所示.

目的是把y [n]化成无限求和公式的形式
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-2∆

2.2 连续时间LTI系统:卷积积分

在离散时间情况下,导出卷积和的关键是离散时间单位脉冲的筛选
性质。

在连续时间情况下，可用阶梯信号或冲激信号等来表示连续信号。

(a)  用阶梯信号表示

(b)   用冲激信号表示

-∆ 0    ∆ 2∆ t

-2∆ -∆ t

-∆ 0                                                           t

0     ∆ t

∆ 2∆ t

-3  -2  -1   0   1  2   3          t

X (t)

x (t)

( 2 ) ( 2 )x tδ∆− ∆ + ∆ ∆

( ) ( )x tδ∆−∆ + ∆ ∆

(0) ( )x tδ∆ ∆

( ) ( )x tδ∆∆ − ∆ ∆

( )x t
∧
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一、用阶梯信号 来近似 x(t)

如上图(a)所示，若定义矩形脉冲为：

1 0
( )

0

t
t

t
δ ∆

 ≤ ≤= ∆


∆

 其余

由于 则 可表示为( ) 1tδ∆ ∆ =

( )x t
∧

( ) ( ) ( )
k

x t x k t kδ
∞∧

∆
= − ∞

= ∆ − ∆ ∆∑
( )x t
∧

随着∆趋近于零， 将愈来愈近似 x (t), 最后极限就是 x (t),即( )x t
∧

0
( ) lim ( ) ( )

k
x t x k t kδ

+∞

∆ →
= −∞

= ∆ − ∆ ∆∑ V

由于∆ 0时， 的极限就是单位冲激函数 。当 趋于
无穷小时，即 时， 求和变为积分。因此可得 x (t)
的精确表达式为：

( )tδ∆ ( )tδ ∆
dτ∆ → ,k τ∆ →

是一个微小变量 τ
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$
0

( ) lim ( ) ( ) ( )x t x t x t dτ δ τ τ
+∞

−∞∆ →
= = −∫

上式表明：任意连续时间信号x (t) 可用无穷多个单位冲激函数的
移位、加权之“和”（即积分）来表示。这是连续时间冲激函数的筛
选性质。

其实，我们可直接用冲激函数的性质来导出连续时间冲激函数的筛
选性质。

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t d x t t d x t t d x tτ δ τ τ δ τ τ δ τ τ
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
− = − = − =∫ ∫ ∫

但上面的推导强调了与离散时间情况的类似性；特别是把 x (t)表
示成一个加权的移位冲激函数的“和”（即积分）。
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2.2.2    连续时间LTI系统的单位冲激响应及卷积积分表示

可见与离散时间情况相同,一个连续时间LTI系统的特性可用它的
单位冲激响应h (t)来表征。

求解卷积积分的步骤与求卷积和是十分相似的。因此，为了求出

对某一给定t时的积分值，首先需要得到 。 是

的函数，其中t 可看作是某一固值。 所以可

利用 的反转再加上平移就可求得 。然后将x(      )与

相乘，再将乘积在 区间内积分就可得到 y (t ) 

( )h t τ− τ( )h t τ−

( )h τ
( ) [ ( )]h t h tτ τ− = − −∵

( )h t τ− τ
( )h t τ− τ−∞ ≤ ≤ +∞

线性时不变系统

线性时不变系统

线性时不变系统

线性时不变系统

( )tδ ( )h t
( )tδ τ− ( )h t τ−

( ) ( )x tτ δ τ− ( ) ( )x h tτ τ−

( ) ( ) ( )x t x t dτ δ τ τ
∞

−∞
= −∫ ( ) ( ) ( )y t x h t dτ τ τ

∞

−∞
= −∫

( ) ( )x t tδ= ∗ ( ) ( )x t h t= ∗

单位冲激响应
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由图可见：

1、当t < 0 时，

所以 y (t) = 0 ;

例2.6 设LTI系统的输入为x(t),其单位冲激响应为h(t)，求y(t)

( ) ( ) 0; ( ) ( )atx t e u t a h t u t−= > =

分别画出 ， 及对应于某一个t < 0和t > 0 的 。( )h τ( )x τ ( )h t τ−

0
( ) ( )

0

ae t
x h t

τ τ
τ τ

τ

− < <
− = 

 其余 值

t    0              τ

x(     )τ

τ
0

1

( )h t τ−
1

t < 0

( )h t τ−

τ0   t 

1

t > 0

1

h (- )τ

0

h(     ) 

τ
0

1
τ

2、当t > 0 时有

( ) ( ) 0x h tτ τ− =

解：因为 ( ) ( ) ( )y t x h t dτ τ τ
∞

−∞
= −∫
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此时可算出t > 0 时

0

1 1( ) (1 )
0

t a a att
y t e d e e

a a
τ ττ− − −= = − = −∫

因此，对于全部t ,y ( t )为

1 1 (( ) ) )( a ty t e
a

u t−= −

1/a

0                                    t
( c )  系统响应y( t )

y( t )
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2.3  线性时不变系统的性质

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
y n x k h n k x n h n

y t x h t d x t h tτ τ τ

+∞

= −∞

+ ∞

−∞

= − = ∗

= − = ∗

∑

∫

( 2.39 )

( 2.40 )

2.3.1 交换律性质
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k
x n h n h n x n h k x n k

x t h t h t x t h x t dτ τ τ

+ ∞

= − ∞

+ ∞

− ∞

∗ = ∗ = −

∗ = ∗ = −

∑

∫
该性质的证明,可通过变量置换,由式（2.39)和(2.40)直接得到。

1、证明式(2.44)成立：令 并代入（2.40)式，可得

(2.43)

(2.44)

tλ τ= −
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y t x h t d

x t h d h x t d h t x t

τ τ τ

λ λ λ λ λ λ

+∞

−∞

−∞ +∞

+∞ −∞

= −

= − − = − = ∗

∫
∫ ∫

证毕

所以，LTI系统的特性可以完全由它的单位冲激响应h [n]来决定。

因为，
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2、证明（2.43）式成立：

令 ，可得 。代入上式可得

交换律告诉我们:求卷积时,也可先将x [k]反转和位移,然后再将x [n- k]
与h [k]相乘,最后对全部k将乘积相加来完成卷积和的计算。
2.3.2  分配律性质

r n k k n r= − = −

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]y n x n r h r h n x n
+∞

−∞

= − = ∗∑
证毕

1 2 1 2

1 2 1 2

[ ] ( [ ] [ ]) [ ] [ ] [ ] [ ]
( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

x n h n h n x n h n x n h n
x t h t h t x t h t x t h t

∗ + = ∗ + ∗
∗ + = ∗ + ∗

证明：式(2.47)成立。

(2.46)

(2.47)

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) [ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x t h t h t x h t h t d

x h t d x h t d x t h t x t h t

τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ

+∞

−∞

+∞ +∞

−∞ −∞

∗ + = − + −

= − + − = ∗ + ∗

∫
∫ ∫

证毕

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
k

y n x k h n k x n h n
+ ∞

= − ∞

= − = ∗∑∵
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1( )h t

2 ( )h t

1( )y t

2( )y t

( )x t

1 2( ) ( ) [ ( ) ( )]y t x t h t h t= ∗ +
1 2( ) ( )h t h t+( )x t

1 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) [ ( ) ( )]

y t x t h t x t h t
x t h t h t

= ∗ + ∗
= ∗ +

图2.23      

LTI系统并联中卷积分配律的说明

2、LTI系统的并联可以用一个单一的LTI系统来替代，而该系统的
单位冲激响应就是在并联联结中各个单位冲激的和。

上述性质也可用图解说明如下

分配律性质表明:   

1、并联LTI系统对输入x (t)的响应等于各子系统对 x (t)的响应之和
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3、利用分配律还可得

1 2 1 2

1 2 1 2

[ [ ] [ ]] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x n x n h n x n h n x n h n
x t x t h t x t h t x t h t

+ ∗ = ∗ + ∗
+ ∗ = ∗ + ∗

这说明：LTI系统对两个输入和的响应一定等于系统对单个输入响
应的和。可见，由于卷积的分配律，可将一个复杂的卷积分为几个
较简单的卷积来作。

例 2.10  令y [n] 为下面两个序列的卷积:
1[ ] ( ) [ ] 2 [ ] ; [ ] [ ]
2

n nx n u n u n h n u n= + − =

注意：沿整个时间轴,序列x [n]都为非零,因此直接求这个卷积有些

繁琐,可用分配律性质把 y [n]表示为两个较为简单的卷积之和来解

为此令： 1 2

1 2

[ ] [ ] [ ]
1[ ] ( ) [ ] [ ] 2 [ ]
2

n n

x n x n x n

x n u n x n u n

= +

= = −其中：
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则有

1 2

1

1 1

2 2 1

[ ] [ ] [ ]

1 1 (1/ 2)[ ] [ ] [ ] (( ) [ ]) [ ] ( ) [ ]
2 1 (1/ 2)

2 0
[ ] [ ] [ ] (2 [ ]) [ ]

2 0

n
n

n
n

y n y n y n

y n x n h n u n u n u n

n
y n x n h n u n u n

n

+

+

= +

−
= ∗ = ∗ =

−

≥
= ∗ = − ∗ =  <

见例2.3  P61

见例2.5    P65

它们的和如图2.24所示

y [n]
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2.3.3   结合律性质

1 2 1 2

1 2 1 2

[ ] ( [ ] [ ]) ( [ ] [ ]) [ ]
( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )

x n h n h n x n h n h n
x t h t h t x t h t h t

∗ ∗ = ∗ ∗
∗ ∗ = ∗ ∗

(2.58)

(2.59)
证明式(2.59)成立：

1 2 1 2

1 2

1

1 2

2

1 2

[ ( ) ( )] ( ) [ ( ) ( ) ] ( )

( )[ ( ) ( ) ]

( )[ ] )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

( ) (

( )

( )

( ) ( )

h z h

x t h t h t x h d h t d

x h h t d d

x d

x d x t h t

h t h z h

t z dz z

h t

t z dz

h t h z h

τ λ τ τ λ λ

τ λ τ λ λ τ

τ τ

τ τ

τ

τ

τ τ

λ τ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−

∞

∞

+∞

−

∗ ∗ = − −

= − −

− − = +=

= = ∗

− − −

=

−

=

∫

∫ ∫
∫ ∫
∫
∫
∫

∵

设

1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )]

t z dz h t h t

x t h t h t x t h t h t

+∞

−∞
− = ∗

∴ ∗ ∗ = ∗ ∗
∫

(交换积分顺序)

其中:

则有

证毕
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结合律性质告诉我们:

1、对LTI系统来说，总系统响应与系统级联次序无关。

2、两个级联（串联）系统可等效为一个总的系统,其单位冲激响
应h(t)等于其子系统单位冲激响应的卷积。

[ ]x n
1[ ]h n 2[ ]h n

1 2[ ] [ ] [ ]h n h n h n= ∗

2 1[ ] [ ] [ ]h n h n h n= ∗

1 2

1 2

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ( [ ] [ ])

y n x n h n h n
x n h n h n

= ∗ ∗
= ∗ ∗

[ ]w n

[ ]x n [ ]y n

[ ]x n [ ]y n

1[ ]h n
2[ ]h n[ ]x n [ ]y n

图2.25   卷积的结合律与交换律性质对LTI系统级联的意义
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注：卷积的一些其它重要性质

1、卷积的微分性质——两个函数卷积后的微分等于其中一个函数
微分后与另一个函数的卷积。即

( ) ( )[ ( ) ( )] ( ) ( )d dx t dh tx t h t h t x t
dt dt dt

∗ = ∗ = ∗

证明：

[ ( ) ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

d dx t h t x h t d
dt dt

d dx h t d x t h t
dt dt

τ τ τ

τ τ τ

+∞

−∞

+∞

−∞

∗ = −

= − = ∗

∫

∫

根据交换律，用类似的方法可以证明

( )[ ( ) ( )] ( )d dx tx t h t h t
dt dt

∗ = ∗
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2、卷积的积分性质——两个函数卷积后的积分等于其中一个函数
积分后与另一个函数的卷积。即

[ ( ) ( )] [ ( ) ] ( )

( ) ( )

t t

t

x h d x d h t

x t h d

λ λ λ λ λ

λ λ

−∞ −∞

−∞

∗ = ∗

= ∗

∫ ∫
∫

证明：

[ ( ) ( )] [ ( ) ( ) ]

( )[ ( ) ]

( ) [ ( ) ]

t t

t

t

x h d x h d d

x h d d

x t h d

λ λ λ τ λ τ τ λ

τ λ τ λ τ

λ λ

+∞

−∞ −∞ −∞

+∞

−∞ −∞

−∞

∗ = −

= −

= ∗

∫ ∫ ∫
∫ ∫

∫
根据交换律，同样可以证明

[ ( ) ( )] [ ( ) ] ( )
t t

x h d x d h tλ λ λ λ λ
−∞ −∞

∗ = ∗∫ ∫
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根据卷积的微分和积分性质。可得

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ( ) ] [ ( ) ]

t t

y t x t h t
dx t dh th d x d

dt dt
λ λ λ λ

−∞ −∞

= ∗

= ∗ = ∗∫ ∫
3、函数与 的卷积

根据卷积的定义和冲激函数的性质，可有

( )tδ

0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

x t t x t d x t

x t t t x t t d

x t t t t d x t t

δ τ δ τ τ

δ τ δ τ τ

δ τ τ

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

∗ = − =

∗ − = − −

= − − − = −

∫
∫

∫

1）

2）



 

 

 

121

( ) '( ) '( ) ( ) '( )x t t x t t x tδ δ∗ = ∗ =4）

4、函数 x(t)与 u (t) 的卷积
( ) ( ) ( ) [ ( ) ]

[ ( ) ] ( ) ( )

t

t t

x t u t x t d

x d t x d

δ τ τ

τ τ δ τ τ

−∞

−∞ −∞

∗ = ∗

= ∗ =

∫
∫ ∫

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( ) ( )

x t t h t t x t t t h t t t
x t h t t t t t
y t t t t y t t t

δ δ
δ δ

δ

− ∗ − = ∗ − ∗ ∗ −
= ∗ ∗ − ∗ −
= ∗ − − = − −

3）时移性

设 ,则有( ) ( ) ( )y t x t h t= ∗

推论

0 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n

n n

x t t x t
x t t t x t t

δ

δ

∗ =

∗ − = −
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上式可见，此时输出只与同一时刻的输入值有关，即为无记忆LTI
系统；
若它的单位脉冲响应对于 不是全为零，则这个系统为有记

忆系统。

。即h [n] 只能是一个加权了的单位脉冲。即当 时，

结论：无记忆离散时间LTI系统的单位脉冲响应 h [n] 只能是一个加

权了的单位脉冲，即 。其中 是一个常数。

若为无记忆系统，则 y [n] 只能与 n 时刻的 x [n]有关。因而在上式

中，唯一能使这一点成立的就只有当：k = n 时 有值；当

时， 。由于x [n] 总是有值的，所以只有在 时

2.3.4  有记忆和无记忆LTI系统

[[ ] [ ] [ [ ]] ]
k

y n h n k x n h nx k
+∞

=−∞

= − = ∗∑

[ ] [ ] [0]h n k n k hδ= =

k n≠

[ ] 0h n k− =

于是该系统为：

1、离散时间LTI系统输出为：

0n ≠

输入

[ ]y n

[ ] 0y n = k n≠
0 [ ] 0n h n≠ =

[ ] [ ] [ ] [ ]y n x n k n kx nδ= ∗ =
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2、对连续时间LTI系统可得出同样的结论：即无记忆系统的单位冲

激响应 h (t)只能是一个加权了的单位冲激函数。即

( ) ( )h t k tδ= 其中 k =h(0)      为常数

系统可表示为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x h t d x t h tτ τ τ
∞

− ∞
= − = ∗∫

由上式可见，此时输出只与同一时刻的输入值有关，即为无记忆

LTI系统；

若它的单位冲激响应h (t)对于 不是全为零，则这个系统为

有记忆系统。

( ) ( ) ( ) ( )y t x t k t kx tδ= ∗ =

0t ≠
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注意：若 k = 1，则这个系统就变为恒等系统，其输出等于输
入，单位冲激响应 h (t)等于单位冲激 。这时，卷积和、卷积积

分公式为：

上式就是离散时间和连续时间单位冲激函数的筛选性质,即

[ ] [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( )

y n x n n x n
y t x t t x t

δ
δ

= ∗ =
= ∗ =

[ ] [ ] [ ]

( ) ( ) ( )

k
x n x k n k

x t x t d

δ

τ δ τ τ

+ ∞

= − ∞

+ ∞

− ∞

= −

= −

∑

∫

( )tδ
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2.3.5   LTI系统的可逆性

一个系统如果在不同的输入下,导致不同的输出,就称该系统是可逆
的。如果一个系统是可逆的，

那么就有一个逆系统存在，

当该逆系统与原系统级联后，

就会产生一个等于x (t)的输出。
( )h t 1( )h t( )x t ( )y t ( ) ( )w t x t=

1( )h t

其中：

——系统的单位冲激响应 ( )tδ
( )x t ( )x t恒等系统

图2.26  连续时间LTI系统的逆系统
( )w t

(a)

1 1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )]w t x t h t h t x t h t h t= ∗ ∗ = ∗ ∗

为了使 ，则必须满足

同样，在离散时间情况下，也必须满足

( ) ( )w t x t= 1( ) ( ) ( )h t h t tδ∗ =

1[ ] [ ] [ ]h n h n nδ∗ =

( )h t

——逆系统的单位冲激响应；

——逆系统的输出。
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例2.11  考虑一个纯时移组成的LTI系统

0( ) ( )y t x t t= −

令输入x (t)为 ，可得（2.68)式系统的单位冲激响应( )tδ

(2.68)

0

0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

h t t t
y t x t t t x t t

δ
δ

= −

= ∗ − = −这时

即,一个信号与一个移位冲激的卷积就是该信号的移位.

为了从输出中恢复输入,即必须接入一个逆系统,其单位冲激响应为

1 0

1 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h t t t
h t h t t t t t t

δ
δ δ δ

= +

∗ = − ∗ + =这是因为

( ) ( ) ( ) ( )w t x t t x tδ= ∗ = ——从输出中恢复输入

——求逆系统

解：首先应求出系统的单位冲击响应h (t):

从而得

0 0( ) ( ) ( )t t t t tδ δ δ− ∗ + =( )x t ( ) ( )w t x t=
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2.3.6  LTI系统的因果性

如果一个系统在任何时刻的输出只决定于现在的输入以及过去

的输入,该系统就称为因果系统。

若离散时间LTI系统是因果的， 就必须与k >n的 无关，

由式（2.39)可知

式中的第一项仅与n及n以前时刻有关，而第二项与n时刻后

的所有时间 的输入有关。

因此只有使第二项等于零 ， 即在 时,

才能保证其输出与将来的输入无关。由此可得离散

时间LTI系统的因果性的充要条件是：

其单位冲激响应 必须满足：

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n

k k k n
y n x k h n k x k h n k x k h n k

+∞ +∞

=−∞ =−∞ = +

= − = − + −∑ ∑ ∑

[ ]y n [ ]x k

[ ]h n

[ ] 0h n k− =

[ 1, ]n+ ∞
( 0)n nk k− <>

[ ] 0 , 0h n n= < ( 2.77 )
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一个连续时间LTI系统就是因果

的，这时卷积积分由下式给出：

式(2.77)告诉我们:

1、一个LTI系统的单位冲激响应在冲激出现之前必须为零.

2、一个因果的离散时间LTI系统,其卷积和变为

0

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

n

k

k

y n x k h n k

y n h k x n k

= − ∞

∞

=

= −

= −

∑

∑或

• 同理，若 ( ) 0 , 0h t t= <

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t
y t x h t d h x t dτ τ τ τ τ τ

∞

−∞
= − = −∫ ∫
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注意：卷积积分上下限的确定：

由定义可知，卷积的上下限为 ，即

但在具体计算时，可根据x (t) 和 h (t) 的特性而作些简化。

1、若x (t)和h (t)均为因果信号，则积分的上下限可写为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t x t h t x h t dτ τ τ
∞

−∞
= ∗ = −∫

−∞ ∞∼

(0 , )t−

( )x t ( )h τ

( )h t τ−

0           t                       0                        

0    t       

τ

τ

若t < 0时,x (t) = 0 ;

t > 0时,

则该信号为因果信号。

( ) 0x t ≠
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2、若x (t)为因果信号，h (t)为无时限信号，则积分的上下限可写为

(0 , )− ∞
( )x t ( )h τ

0           t                             0                     
τ

( )h t τ−

0           
τ

3、若x (t)为无时限信号，h (t)为因果信号，则积分的上下限可写为

( , )t−∞

( )x t

0           t                       0                        

( )h τ

τ 0    t       

( )h t τ−

τ

4、 x (t) 、h (t)均为无时限，此时积分上下限为 ( , )−∞ ∞
#第四次
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1、 用脉冲表示离散时间信号

第二章 线性时不变系统

离散时间LTI系统的单位脉冲响应及卷积和表示
2、 用阶梯信号 来近似 x (t)
连续时间LTI系统的单位冲激响应及卷积积分表示

3、线性时不变系统的性质
交换律性质
分配律性质

结合律性质

4、 补充:    卷积的一些其它重要性质
卷积的积分性质

函数与 的卷积( )tδ
时移性
函数与 u (t) 的卷积

0 [ ] 0n h n≠ =
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5、有记忆和无记忆LTI系统

0 [ ] 0n h n≠ =即当 时，

[[ ] [ ] [ [ ]] ]
k

y n h n k x n h nx k
+∞

=−∞

= − = ∗∑
• 无记忆系统： y [n] 只能与 n 时刻的 x [n]有关。
唯一能使这一点成立的就只有当：k = n 时 有值,[ ]y n

[ ] 0y n =k n≠ 时

• 由于x [n] 总是有值的，所以只有在 时k n≠ [ ] 0h n k− =

结论：无记忆离散时间LTI系统的单位脉冲响应 h [n] 只能是一个加权了的单
位脉冲。

6、LTI系统的可逆性
• 一个系统如果在不同的输入下,导致不同的输出,就称该系统是可逆的。
• 如果一个系统是可逆的，那么就有一个逆系统存在，

( )h t 1( )h t( )x t ( )y t ( ) ( )w t x t=

1 1( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) [ ( ) ( )]w t x t h t h t x t h t h t= ∗ ∗ = ∗ ∗ 1( ) ( ) ( )h t h t tδ∗ =要求：



 

 

 

133

7、LTI系统的因果性

• 如果一个系统在任何时刻的输出只决定于现在的输入以及过去的输入,该系统
就称为因果系统。

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n

k k k n
y n x k h n k x k h n k x k h n k

+∞ +∞

=−∞ =−∞ = +

= − = − + −∑ ∑ ∑
( 0)n nk k− <> [ ] 0h n k− =即： 则

• 由此可得离散时间LTI系统的因果性的充要条件是：

其单位冲激响应 必须满足：[ ]h n [ ] 0 , 0h n n= <
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2.3.7  LTI系统的稳定性

如果一个系统对于每一个有界的输入,其输出都是有界的,就说该
系统是稳定的.

1、稳定系统应具备的条件

设：一输入是有界的，即 (对所有的n) 

LTI系统的单位脉冲响应为

则按卷积和公式，输出响应的绝对值为

[ ]h n

[ ]x n B<

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

k

k

y n h k x n k

y n h k x n k

+ ∞

= − ∞

+ ∞

= − ∞

= −

∴ ≤ −

∑

∑

a b a b
+∞ +∞

−∞ −∞

× ≤ ×∑ ∑∵
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因为对所有的 n有 ，所以 。即有[ ]x n k B− <[ ]x n B<

[ ] [ ] [ ] [ ]
k k

y n h n x n k B h k
+∞ +∞

=−∞ =−∞

= − ≤∑ ∑ (对所有n)

由上式可得出：如果单位脉冲响应是绝对可和的，即

[ ]
k

h k
+ ∞

= − ∞

< ∞∑
那么 就是有界的,因此系统是稳定的。

式(2.86)是保证一个离散时间LTI系统稳定性的充要条件.

同样,在连续时间情况下,若对全部t  ,有 ,则有

[ ]y n

(2.86)

( )x t B<

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y t h x t d h x t d B h dτ τ τ τ τ τ τ τ
+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
= − ≤ − ≤∫ ∫ ∫

因此,若单位冲激响应是绝对可积的,即 则该系统

是稳定的。
( )h dτ τ

+∞

−∞
< ∞∫
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习题1.27

(g)   
( )( ) dx ty t

dt
= 请判别系统的稳定性。

解：若系统稳定，则 ( )h dτ τ
+∞

−∞
< ∞∫

—— 称单位冲激偶( ) ( ) ( ) ( ) ( ) '( )d tx t t y t
dt

t th δ δδ= =→ = =

( ) '( )h d dτ τ δ τ τ
+∞ +∞

−∞ −∞
= < ∞∫ ∫所以：

( )'( ) ( ) 0d t dt dt dt t dt
dt dt
δ

δ δ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫

(1)

(-1)
t0

因为单位冲激偶的面积为零

1/∆

1/− ∆
∆

( ) /d t dtδ∆
'( )tδ

即：系统是稳定的。
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2.3.8 LTI系统的单位阶跃响应

LTI系统对单位阶跃信号u(t)或u[n]的响应称为LTI系统的单位
阶跃响应,记为s(t)或s[n]。

除了单位冲激响应外,单位阶跃响应s[n]或s(t)也常用来描述一
个LTI系统的 特性，在信号与系统分析中有着重要应用（常用于描
述系统的时域特性）。
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• 由上式可见，一个离散LTI系统的单位阶跃响应是s [n]是其单位

脉冲响应h [n]的求和函数。

• 显然，h[n]可根据 ，从s[n]中求出来。

即：一个离散时间LTI系统的单位脉冲响应h[n]就是它的单位阶跃

响应s[n]的一次差分。

[ ] [ ] [ 1]h n s n s n= − −

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
k

s n u n h n h k u n k
+∞

= −∞

= ∗ = −∑
• 因为，当 时 ；而当 时，u[n-k]=1. 

所以上式变为

0 , [ ] 0n k u n k− < − = 0n k− ≥

[ ] [ ] [ ] [ ]
n

k k
s n h k u n k h k

+∞

= −∞ = −∞

= − =∑ ∑
k n> 时即

1、对一离散时间LTI系统，其单位阶跃响应为
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上式表明：

1、 一个连续时间LTI系统的单位阶跃响应s (t)是它的单位冲激

响应h (t)的积分函数。

2、单位冲激响应h (t)是其单位阶跃响应s (t)的一阶导数，即

( )( ) '( )d s th t s t
d t

= =

• 因为当 时， ；

而当 时，

• 所以上式变为 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

s t u t h t h u t d h dτ τ τ τ τ
+∞

−∞ −∞
= ∗ = − =∫ ∫

0 ( ) 0t u tτ τ− < − =
0 ( ) 1t u tτ τ− ≥ − =

t0 τ

( )u t τ−
1

2、同理，在连续时间情况下，LTI系统的单位阶跃响应s(t)为

( ) ( ) ( ) ( ) ( )s t u t h t h u t dτ τ τ
+∞

−∞
= ∗ = −∫
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2.4  用微分和差分方程描述的因果LTI系统

通常可用微分方程来描述连续时间系统;用差分方程来描述离散
时间系统。

2.4.1 线性常系数微分方程

一般而言，设连续LTI系统的激励信号为x(t),系统响应为 则

系统可以用一高阶的微分方程表示

( )y t

1

1 1 01

1

1 1 01

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n n

n nm n

m m

m mm m

d d da y t a y t a y t a y t
dt dt dt

d d db x t b x t b x t b x t
dt dt dt

−

− −

−

− −

+ + + +

= + + + +

L

L
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或缩写为

0 0
( ) ( )

k kn m

k kk k
k k

d da y t b x t
d t d t= =

=∑ ∑

式中 和 均为常数。k ka b

(a)

1、用时域经典法来求解:    
完全解=齐次解+特解

2、用零输入响应与零状态响应来解：
系统全响应=零输入响应+零状态响应
（利用求齐次解的方法得到零输入响应，利用卷积求零状态响
应。辅以算子符号）

• 求解微分方程的方法：（在时域）
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1

1 1 01( ) ( ) ( ) ( ) 0
n n

n nm n

d d da y t a y t a y t a y t
dt dt dt

−

− −+ + + + =L

( ) ( ) ( )h py t y t y t= +

1、齐次解 ——自然响应

齐次解,就是满足方程

• 由时域经典法可知，方程的全解由两部分组成：
齐次解 和特解 。( )py t( )hy t

的解。( c )式的特征方程为：（一般 ）

kλ

1
1 1 0 0n n

na a aλ λ λ−
−+ + + + =L

其n个根 （i = 1 , 2 , 3 ,….n)称为微分方程的特征根。齐次解的

函数形式由特征根确定，见下表。其中A，C和 是待定常数。θ

1na =
也称自然响应
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K重共轭复根

一对共轭复根

K重根

单实根（无重根）

各特征根 在齐次解 中的函数形式特征根 iλ iλ ( )hy t

1,2 a jλ β= ±

( )i t
iC e λ

( )1 2
1 2 1( ) i tk k

k kC t C t C t C eλ− −
−+ + + +L

1 2

1 2

( cos sin )

cos( ),

at

at j

e C t C t
Ae t Ae C jCθ

β β

β θ

+

− = +或

1 1 2
1 2 2cos( ) ( cos( )

cos( )

k at k at

at
k k

C t e t C t e t
C e t

β θ β θ

β θ

− −+ + + +

+ +L

表一、不同特征根所对应的齐次解的函数形式
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2、特解

特解的函数形式与激励信号的函数形式有关，通常将激励x(t)代入

方程式（a)的右端。化简后，根据方程右端函数形式选定特解的函

数形式，代入方程后求得特解函数式中的待定系数，即可给出特解

表二列出了几种常见的激励信号所对应的特解的函数形式。

受迫响应
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表二 几种典型激励信号所对应的特解的函数形式（表中B、D为特定系数）

BE（常数）

响应函数y(t)的特解 的函数形式激励信号x(t) ( )py t

mt

ate

1
1 2 1

1
1 2 1( )

m m
m m

r m m
m m

B t B t B t B
t B t B t B t B

−
+

−
+

+ + + +

+ + + +

L
L

所有特征根不等于0

有r重等于0的特征根

1
1 2 1

at

r at r at at at
r r

Be
B t e B t e B te B e−

++ + + +L

，a不等于特征根

a等于r重特征根，r =1 时为单根

cos tβ
β或sin t

cos
sin

m at

at
m

t e t
t e t

β

或

1 2 1 2cos sin ( ), jB t B t Acon t Ae B jB
j

θβ β β θ
β

+ − = +
±

或

所有特征根不等于

1 1 1 1( ) cos ( ) sinm at m at
m m m mBt B t B e t Dt D t D e t

a j
β

β
+ ++ + + + + + +

±
L L
所有特征根不等于
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例2 .14 ：已知某因果LTI系统的微分方程为：

2 ( ) ( )y t x t+ =
dy(t)

dt
求：当 时的解。（K为某一实数）3( ) ( )tx t Ke u t=

解： 1）、求齐次解

2 ( ) 0y t+ =
dy(t)

dt
特征方程为： 2 0

2
λ
λ

+ =
= −其特征根为：

方程的其次解为：
( ) 2( ) i t t

h iy t C e Ceλ −= =
2）、求特解

齐次方程为：

由表二可知，当输入 时，其特解可设为3( ) ( )tx t Ke u t= 3( ) t
py t Be=

（2.95）

是单实根
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其一阶导数为：

3( )
3p tdy t

Be
dt

=

代入方程(2.95)，得 3 3 33 2 0t t tBe Be Ke t+ = >

3

3 2 ;
5

( ) , 0
5

t
p

KB B K B

Ky t e t

+ = =

= >

对于一个因果系统，若 ，那么 必须等

于0 。所以当t=0时得：

0 , ( ) 0t x t≤ = 0 , ( )t y t≤

3）、求全解： 2 3( ) ( ) ( ) 0
5

t t
h p

Ky t y t y t Ce e t−= + = + <

0
5 5
K kC C= + = −

3 2( ) ( ) 0
5

t tKy t e e t−= − >即全解为：

假设 t = 0 ,     则 得

所以
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2.4.2  线性常系数差分方程

离散LTI系统的数学模型,可表示为线性常系数差分方程,一般可描述

为
0 0

[ ] [ ]
N M

k k
k k

a y n k b x n k
= =

− = −∑ ∑ （A）

1、用经典法来求解:    
完全解=齐次解+特解

2、用卷积和法（零输入响应与零状态响应）来解：
系统全响应=零输入响应+零状态响应

3、迭代法
• 递归型差分方程

0 00

1[ ] [ ] [ ]
M

k k
k k

N

y n b x n k a y n k
a = =

 = − − − 
 
∑ ∑

• 求解差分方程的方法：（在时域）

• 非递归型差分方程
0 0

[ ] [ ]
M

k

k

by n x n k
a=

 
= − 

 
∑

Y[n]称无限脉冲响应（IIR）系统

Y[n]称有限脉冲响应（FIR）系统

（当上式的N=0时）
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1[ ] [ 1] [ ]
2

1[ ] [ ] [ 1]
2

y n y n x n

y n x n y n

− − =

= + −

例2.15考虑如下差分方程

可写成：

可见，这是个递归方程。为了求出y [n]，需要一个初始条件。

假设：系统为初始松弛；输入为

1 , [ ] 0 [ ] 0n x n y n≤ − = → =当 时

[ ] [ ]x n k nδ=
初始松弛条件意味着：

(2.119)

由此可得一个初始条件为：y[-1]=0

从这个初始条件出发，对 的各个y[n]值解出如下：0n ≥

(2.118)
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2

1[0] [0] [ 1]
2

1 1[1] [1] [0]
2 2
1 1[2] [2] [1]
2 2

1 1[ ] [ ] [ 1]
2 2

n

y x y k

y x y k

y x y k

y n x n y n k

= + − =

= + =

 = + =  
 

 = + − =  
 

M

因为初始松弛条件2.118式表征的系统就是LTI的。因此它的输入
输出特性是完全由它的单位脉冲响应h[n]表征的。令 k=1,可得系统
的单位脉冲响应为：

0n ≥

1[ ] ( ) [ ]
2

nh n u n=

注意：例中的因果LTI系统其单位脉冲响应是无限长的。——称无限脉冲响应
（IIR）系统。

本书大多数情况都是用递归差分方程来描述和分析线性、时不变性和因果的系统
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2.4.3   用微分和差分方程描述的一阶系统的方框图表示

一、离散时间线性时不变系统的方框图表示

描述离散时间线性时不变系统的差分方程涉及相加、乘以系数和延迟（体现

y [n]和y [n-1]之间的关系）这三种运算。因而，利用单位延迟、相加器和数乘

器这三种基本运算单元，按照差分方程所表示的运算关系，可作出相应的系统方

框图。

D

1[ ]x n

2[ ]x n

1 2[ ] [ ]x n x n+

[ ]x n [ ]ax na

[ ]x n [ 1]x n −

（相加器）

（数乘器）

（单位延迟）

图2.27            三种基本运算单元

0 0
[ ] [ ]

N M

k k
k k

a y n k b x n k
= =

− = −∑ ∑
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例：描述一阶LTI系统的差分方程为

[ ] [ 1] [ ]
[ ] [ 1] [ ]

y n ay n bx n
y n ay n bx n

+ − =
= − − +该方程可改写为 ，这一方程的实现框图如

下

D

+b

-a

y[n-1]

y [n]x [n]

图中，y [n] 经单位延迟后为y [n-1],y [n-1]乘-a 后与x [n] 乘以b相加，即为上式所

表示的运算关系。

上图表明：这个系统要求有记忆，这就需要初始条件。但如果所描述的系统是

初始松弛的，则存储在该单元内的初始值就为零。
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二、连续时间线性时不变系统的方框图表示

描述连续时间线性时不变系统的微分方程为：

0 0

( ) ( )k kN M

k kk k
k k

d y t d x ta b
dt dt= =

=∑ ∑
可见,只要将实现差分方程的方块图中的延迟器换为微分器即可得到连续时间线

性时不变系统的实现框图。然而,由于微分器在实际中不易实现,故常用积分器来

替代 。为此,需要将微分方程换为积分方程。

现考虑由一阶微分方程描述的因果连续时间系统：
( ) ( ) ( )dy t ay t bx t

dt
+ =

先将方程改写为
1 ( )( ) ( )dy t by t x t
a dt a

= − +

由上式可见，它涉及三种基本运算：相加、乘以系数和微分。但由于微分器

不仅实现困难，而且对误差和噪声又极为敏感。为此，将式(2.128)改为

(2.128)

( ) ( ) ( )dy t bx t ay t
d t

= −

然后从 积分。若所描述的系统是初始松驰的，则t−∞ ∼ ( ) /dy t dt

(2.130)

0 0
[ ] [ ]

N M

k k
k k

a y n k b x n k
= =

− = −∑ ∑
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从 的积分就是 y (t)  ，结果可得t−∞ ∼
( ) [ ( ) ( )]

t
y t bx ay dτ τ τ

−∞
= −∫

这种形式的系统就可用方框图来表示(见下图）。

+ ∫
a−

( )x t ( )y tb

图2.32     (2.131)式系统方框图表示

(2.131)

注意:在连续时间情况下,积分器就代表了该系统的记忆存储单元,
若 (2.131)式的积分是从某一有限点 开始,这时为0t

0
0( ) ( ) [ ( ) ( )]

t

t
y t y t bx ay dτ τ τ= + −∫ (2.132)

上式表明: y (t)的表征要求有一个初始条件,即 值,这个
值就是积分器在时刻 存储的值。

0( )y t
0t
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2.5  奇异函数

按照对单位冲激信号的定义，我们会发现有许多完全不同的信号，
当 时，其宽度都趋于零，幅度趋于无穷大，其面积始终保持
1 。即它们在极限条件下都满足冲激信号的定义。

诸如此类的信号还有许多。这表明关于 函数的定义是不严
格的。之所以出现这种情况，是因为 这样的函数已经超出了常

规函数的范畴，对这种函数的定义和运算都不能完全按常规的意义
去理解。像 这样的非常规函数，通常被称为奇异函数或广义函

数。需要利用广义函数或分配函数的理论对其作出严格的定义。

0∆ →

δ
δ

δ

∆

1
∆

δ ∆

0                 t

矩形脉冲

( ) 1

( ) 0 0

t dt

t t

δ

δ

∞

−∞

 =

 = ≠

∫狄拉克定义：

0

0
( ) lim ( )

0 0

( ) 1

t
t t

t

t dt

δ δ

δ

∆∆→

∞

−∞

 ∞ =
= =  ≠

 =∫
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2.5.1  作为理想化短脉冲的单位冲激

如前所述 ,当 时,           的极限就是单位冲激函数,

即 0
( ) lim ( )t tδ δ∆∆→

=

0 ( )tδ∆∆ →

即：由理想化短脉冲引出了单位冲激。但事实上还有许多其它信
号,当 足够小时,当作用于一个LTI系统时,其表现全像是冲激。所
以就想到应该将单位冲激借助于一个LTI系统对它的响应如何来考
虑。

∆
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2.5.2通过卷积定义单位冲激

1、通常,一个信号总是用它在自变量每一点的值来定义。但是,单位
冲激主要考虑的不是在每个 t 值它怎么样,而是在卷积的意义下它有
何作为。因此,从线性系统分析的观点,可以将单位冲激定义为一个
信号,其对任何 x (t) 有

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t t t x t x t dδ δ δ τ τ τ
+∞

−∞
= ∗ = ∗ = −∫ (2.138)

根据(2.138)的运算定义,可得到有关单位冲激的全部性质。

例如：若令 x (t)=1    (对全部t ），则

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t t t x t x t d dδ δ δ τ τ τ δ τ τ
+∞ +∞

−∞ −∞
= = ∗ = ∗ = − =∫ ∫
所以单位冲激的面积为 1。

2、另一种完全等效的 定义。

为了求得这另一种形式，取任意信号 g (t),将其反转得到 g (-t),然后
再与 卷积。即

( )tδ

( )tδ
( ) ( ) ( ) ( ) ( )g t g t t g t dδ τ δ τ τ

+∞

−∞
− = − ∗ = −∫
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当t = 0 ，得 (0) ( ) ( )g g dτ δ τ τ
+∞

−∞
= ∫

（2.139)

令 ( ) ( )

(0) ( ) ( ) ( )

g x t

g x t d x t

τ τ

τ δ τ τ
∞

−∞

= −

= − =∫则有

这就是(2.138)式。因此（2.139)式是单位冲激的一个等效运算定义;

即:       单位冲激是这样一种信号,当它与某一信号g (t)相乘并在

到 上积分,其结果就是 g(0)。

例：考虑信号 。 则由（2.139）式可得

−∞ +∞

( ) ( ) ( ) (0) (0)g f d g fτ τ δ τ τ
+∞

−∞
=∫

( ) ( )f t tδ

另一方面,若考虑信号 可得(0) ( )f tδ

( ) (0) ( ) (0) (0)g f d g fτ δ τ τ
+∞

−∞
=∫ (2.141)

(2.140)

比较式(2.140)和式(2.141)可得 ( ) ( ) (0) ( )f t t f tδ δ=



 

 

 

159

2.5.3  单位冲激偶和其它的奇异函数

若LTI系统的输出是输入的导数,

即：

( )( ) dx ty t
dt

=

则系统的单位冲激响应 称之为单位冲激偶。

用 表示。

根据LTI的卷积表示,对任何信号x (t) 应有
1( )u t

1
( )( ) ( ) ( ) ( )dx ty t x t u t t

dt
δ= ∗ = ∗

'( )tδ

(1)

(-1)
t0

单位冲激偶

1/∆

1/− ∆
∆

( ) /d t dtδ∆

1
( )( ) ( )d th t u t

dt
δ

= =
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同理，也能依次定义 的二阶导数 的LTI系统的冲激响

应，即

( )tδ 2( )u t

2 2

1 1 12 2

2 1 1

( ) ( ) ( )( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d x t d x t dx tt u t t x t u t u t
dt dt dt

u t u t u t

δ δ= ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗

= ∗因此

一般 就是 的k次导数，因此是一个取输入k次

导数的系统的单位冲激响应。所以有

可用k 个微分器级联得到。

( )( 0) ( )ku t k tδ>

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )ku t u t u t u t= ∗ ∗L
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单位冲激偶的性质:

1、单位冲激偶的面积为零

若考虑常数信号 x (t) =1,可得

1 1 1
( )0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dx t x t u t u x t d u d

dt
τ τ τ τ τ

+∞ +∞

−∞ −∞
= = ∗ = − =∫ ∫

2、若考虑信号g (-t)与 卷积，得1( )u t

1 1
( )( ) ( ) ( ) ( ) '( )dg tg t u d g t u t g t
dt

τ τ τ
+∞

−∞

−
− = − ∗ = = − −∫

3、单位冲激偶是奇函数

若 x (t) 是奇函数，即 x (t)= - x (-t) ,则有

( ) '( ) ( ) '( ) '(0)x t t dt x t t dt xδ δ
+∞ +∞

−∞ −∞
= − − = −∫ ∫

通过变量代换,令 ,则上式右边可改写为t τ− =
( ) '( ) '(0)x d xτ δ τ τ

∞

−∞
− − = −∫

(A)

(B)

比较(A)和(B)式可得 ( ) '( ) ( ) '( )x t t x t tδ δ= − −
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即,

这表明 是奇函数。

4、根据微分运算的法则及 的性质，有，

'( ) '( )
'( )

t t
t

δ δ
δ

= − −

( )tδ

[ ( ) ( )] '( ) ( ) ( ) '( )

'(0) ( ) ( ) '( )

[ ( ) ( )] [ (0) ( )] (0) '( )

( ) '( ) (0) '( ) '(0) ( )

d x t t x t t x t t
dt

x t x t t
d dx t t x t x t
dt dt
x t t x t x t

δ δ δ

δ δ

δ δ δ

δ δ δ

= +

= +

= =

= −

而

因此有

据此可以推出

2

'( ) ( )
'( ) 0

t t t
t t
δ δ

δ

= −

=

P121题2.69(b)
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5、单位冲激函数的一次积分为单位阶跃函数，即

( ) ( )
t

u t dδ τ τ
−∞

= ∫ 可认为单位阶跃是一个积分器的单位冲激响应:

性质:    1) 

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t t t

t

x t u t x t d x d t x d

u t u t u t u d

δ τ τ τ τ δ τ τ

τ τ

−∞ −∞ −∞

− −∞

∗ = ∗ = ∗ =

= ∗ =

∫ ∫ ∫
∫2)

因为t < 0, u ( t ) = 0 ; t > 0 , u (t) = 1 , 所以

2 0
( ) 1 ( 0) ( ) ( )

t
u t d t u t tu tτ− = = − =∫ 称单位斜坡函数

( 1)

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( 1)!

t

k k

k
k

k

u t u t u t u d

tu t u t
k

τ τ− − −−∞

−

−

= ∗ ∗ =

=
−

∫L1442443

用类似的方法可将 的高阶积分定义为多个积分器级联的单位冲激响应:( )tδ



 

 

 

164

3)
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )

( ( ) )

t

t

x t u t x t u t u t x d u t

x d d
τ

σ σ

σ σ τ

− −∞

−∞ −∞

∗ = ∗ ∗ = ∗

=

∫
∫ ∫

对 和 也可用另一种符号,即( ) ( )t u tδ
0

1

( ) ( )
( ) ( )
t u t

u t u t
δ

−

=
=

利用这个符号:              ,当k > 0,表示k个微分器级联的单位冲激响应,            就是

恒等系统的单位冲激响应

当k < 0,表示k个积分器级联的单位冲激响应.

因为微分器是积分器的逆系统,所以有

( )ku t 0 ( )u t

1 1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u t u t t u t u t u tδ −∗ = ∗ =或

( ) ( ) ( )k r k ru t u t u t+∗ =
表示k个微分器(或积分器)与r个微分器(或积分器)级联.
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因此用在卷积意义下的特性来定义奇异函数,就能够相对容易地对它们进行运算,
并直接运用LTI系统的意义来予以解说.——这是本书主要关注的问题。

2.6    小结

这一章研究了LTI系统的一些很重要的表示。

把离散时间信号表示成一组移位的单位脉冲的加权和，并据此导出了对离散时间
LTI系统响应的卷积和表示。

把连续时间信号表示成移位单位冲激函数的加权积分，并据此导出了对连续时
间LTI系统响应的卷积积分表示。

这些表示极为重要，因为这样可利用系统的单位冲激响应来计算系统对任何输

入信号的响应。

作业:

题2.3        题2.32     题2.48       题2.61(c)  
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第三章

周期信号的傅里叶级数表示
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3.0  引言

第二章是在时域中对信号和系统进行了分析。

1、将离散时间信号分解成移位单位脉冲的加权和；

2、将连续时间信号分解成移位单位冲激的加权积分。

3、利用LTI系统的线性与时不变特性， 导出了卷积和与卷积积分。

从而解决了LTI系统在时域进行分析的方法问题。

这种方法的好处是：

1、使我们在已知系统单位冲激响应和给定系统输入的条件下，计算LTI系统的

响应时变得十分方便。

2、揭示了LTI系统对任意输入信号的响应是由系统对构成输入信号

的基本信号单元的响应组合而成的。

因此，我们可以把系统的性质与单位冲激响应的特性相联系，并

通过对单位冲激响应的研究来详细分析LTI系统的特性。

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )y n x n h n y t x t h t= ∗ = ∗

[ ] [ ] [ ]
k

x n x k n kδ
∞

=−∞

= −∑

( ) ( ) ( )x t x t dτ δ τ τ
∞

−∞
= −∫
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下面将讨论信号与系统的另一种分析方法——频域分析法。
频域分析法的基本思想:
设法将信号分解成一组基本信号单元的加权和或加权积分，进

而利用LTI系统的线性和时不变性解决系统分析问题。
与时域分析所不同的是：
频域分析法中利用复指数信号作为分解信号的基本单元。
信号的这种表示就是连续时间和离散时间傅里叶级数与傅里叶

变换。因此频域分析又称为傅里叶分析。

将会看到，这些表示法能用来构成范围相当广泛而有用的一类

信号。
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3.2     LTI系统对复指数信号的响应

在研究LTI系统时,将信号表示成基本信号的线性组合是很有利的,但这些基本

信号应具有以下两个性质:

1、由这些基本信号能够构成相当广泛的一类有用信号；

2、LTI系统对每一个基本信号的响应应该十分简单，使得系统对任意输入信号

的响应有一个很方便的表示式。

连续和离散时间复指数信号集都具有上述两个性质。（ ， 其中： s 

和 z 都是复数）

• 一个LTI系统对复指数信号的响应也同样是一个复指数信号，不同的只是在
幅度上的变化；也就是说：

连续时间：

离散时间：

其中：H（s）或 H (z)是一个复振幅因子——称特征值。

特征函数——若系统对一个信号的输出响应仅是一个常数（可能是

复数）乘以输入，则该信号称为系统的特征函数。

st ne z

( )
( )

st st

n n

e H s e
z H z z

→

→

( ) a tx t c e= [ ] nx n Ca=
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为了证明复指数 确实是LTI系统的特征函数,设输入信号为 ，系

统的单位冲激响应为 h (t),

则有

( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

s t

st s st s

st

s

y t h x t d h e d

h e e d e h e d

H s e

H s h e d

τ

τ τ

τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

+∞ +∞ −

−∞ −∞

+∞ +∞− −

−∞ −∞

+∞ −

−∞

= − =

= =

=

=

∫ ∫
∫ ∫

∫其中假设 ——若积分收敛，其值即是一个由S确定

的复常数.

这表明LTI系统对复指数信号的响应仍然是同样的复指数信号,系统所起的

作用只是改变了复指数的幅度。

从而证明了复指数 是LTI系统的特征函数。

( ) stx t e=ste

ste

s te ( )h t ( )y t
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用同样的方法证明：复指数序列也是离散时间LTI系统的特征函数；

设LTI系统的单位脉冲响应为 h [n] ,输入序列为 ，式中 z 为某一
复数。则系统的输出为

[ ] nx n z=

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] ( )n k n k n

k k k
y n h k x n k h k z z h k z H z z

+∞ +∞ +∞
− −

=−∞ =−∞ =−∞

= − = = =∑ ∑ ∑

其中： ( ) [ ] k

k
H z h k z

+∞
−

= −∞

= ∑
假设上式右边的求和收敛，则系统输出就是同一复指数乘以一个常数。所以，

输入的复指数信号就是离散时间LTI系统的特征函数；

• 如果令x (t) 是三个复指数信号的线性组合，即

31 2
1 2 3( ) s ts t s tx t a e a e a e= + +

根据特征函数的性质，系统对每一个分量的响应分别是 1 1

2 2

3 3

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( )

( )

( )

s t s t

s t s t

s t s t

a e a H s e
a e a H s e
a e a H S e

→

→

→

——其值由z 决定。
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再根据叠加性质，系统的总响应就是各分量响应的和，因而

31 2
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) s ts t s ty t a H s e a H s e a H s e= + +

结论：1、在连续时间情况下，若系统的输入可表示为复指数的线性组合，即

( ) ks t
k

k
x t a e= ∑

那么输出就一定是

( ) ( ) ks t
k k

k
y t a H s e= ∑

2、在离散时间情况下，若系统的输入可表示为复指数的线性组合，即

[ ] n
k k

k
x n a z= ∑

那么输出就一定是

[ ] ( ) n
k k k

k
y n a H z z= ∑

究竟有多大范围的信号可以用复指数的线性组合来表示呢？下面先看周期信号。
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3.3  连续时间周期信号的傅里叶级数表示

3.3.1成谐波关系的复指数信号的线性组合

( ) ( )x t x t T= + 对全部 t

其中，T是一个非零的正实数，满足上式的最小非零正值 称为该信号的

基波周期。而 称为该信号的基波频率。0 2 /Tω π=
0T

0

0( ) c o s

( ) j t

x t t
x t e ω

ω=


=

同时也介绍了两个基本周期信号

（基波频率均为 ）

与（2）式有关的成谐波关系的复指数信号集为

0 (2 / )( ) 0, 1, 2jk t jk T t
k t e e kω πφ = = = ± ± L

这个信号集中的每一个信号都是周期的，它们的频率都是 的整数倍，因此称

它们是成谐波关系的。

1、如果把成谐波关系的复指数信号线性组合起来，构成一个连续时间信号

x (t),即

0ω

由第一章可知，周期信号有

（1）

（2）
0ω
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0 ( 2 / )( ) jk t jk t
k k

k

T

k
x t a e a eω π

+ ∞ + ∞

= − ∞ = − ∞

= =∑ ∑
那么，x (t)也一定是以T为周期的。这表明完全可以用成谐波关系的复指数信号

的线性组合来表示连续时间周期性信号。

式中， k = 0 这一项是一个常数，因而称直流分量；

1k = ± 这两项都有基波频率等于 ，因此合起来称为基波分量或

一次谐波分量；

0ω

2k = ± 这两项频率都是基波频率的两倍，因此合起来称为二次谐
波分量。

依此类推， 的项就称为N次谐波分量。

将连续时间周期信号表示为成谐波关系的复指数信号的线性组合，这就是连续

时间傅里叶级数。由于这种形式的傅里叶级数是以复指数函数为基底的,所以也

称为指数形式的傅里叶级数。

2、如果 x (t) 是实信号，则 ，于是有

k N= ±

( ) ( )x t x t∗ = 0*( ) ( ) ( )jk t
k

k
x t a t e x tω

+∞
−∗

=−∞

= =∑

（3.25)

*表示共轭a-j b 与a +j b
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在上式中以 代替 k ，可得k−

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+ ∞
∗

−
= − ∞

= ∑
将此式与(3.25)式比较,可得出 或 。

这表明，对实数信号来说，其傅里叶级数中 k = +N 和k= -N 这两项的系数总

是互为共轭的。

• 如果将（3.25)式写成如下形式

* *k k k ka a a a− −= =

0 0
0

1

( ) [ ]jk t jk t
k k

k
x t a a e a eω ω

∞
−

−
=

= + +∑

再利用 的关系,可得*
k ka a−= 0 0

0
1

( ) [ ]jk t jk t
k k

k
x t a a e a eω ω

∞
−∗

=

= + +∑
注意到上式括号内的两项互为共轭,所以有

{ }0
0

1

( ) 2 jk t
e k

k
x t a a e ω

∞

=

= + ℜ∑
3、将 以极坐标形式给出 ,则(3.30)式可写成ka kj

k ka A e θ=

(3.30)

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+ ∞

= − ∞

= ∑
（3.25)式为

*
x a j b
x a j b

= −
= +
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{ }0( )
0

1

0 0
1

( ) 2

2 c o s ( )

kj k t
e k

k

k k
k

x t a A e

a A k t

ω θ

ω θ

∞
+

=

∞

=

= + ℜ

= + +

∑

∑ （3.31)

(3.31)式就是连续时间傅里叶级数的三角函数形式——余弦型

4、若将 以直角坐标形式表示，即ka k k ka B jC= +

这里 和 都是实数。则（3.30)式可写为k kB C

0 0 0
1

( ) 2 [ cos sin ]k k
k

x t a B k t C k tω ω
∞

=

= + −∑

这就是傅里叶级数的另一种三角函数形式。

{ }0
0

1
( ) 2 jk t

e k
k

x t a a e ω
∞

=

= + ℜ∑
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尽管三角函数形式的傅里叶级数是最早产生的，也是最普遍采用

的，但由于指数形式的傅里叶级数会对问题的讨论带来极大方便，

因此，在以后的章节中都采用指数形式的傅里叶级数。

即:傅里叶级数有三种表示形式
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3.3.2连续时间周期信号傅里叶级数表示的确定(系数的确定)

为了将周期信号表示为傅里叶级数形式,必须解决系数如何确定的问题。为此，

1、将（3.25)式两边各乘以 ,可得0jn te ω−

0 0 0( ) jn t jk t jn t
k

k
x t e a e eω ω ω

+∞
− −

= −∞

= ∑
2、对上式两边从0到 对 t 积分,有T

0 0 0

0 0
( )

T Tjn t jk t jn t
k

k
x t e dt a e e dtω ω ω

+∞
− −

= −∞

= ∑∫ ∫
3、交换上式右边积分与求和的次序可得

0 0( )

0 0
( ) [ ]

T Tjn t j k n t
k

k
x t e d t a e d tω ω

+ ∞
− −

= − ∞

= ∑∫ ∫
4、求上式右边括号内的积分。当 时，由于 ，有k n≠ 0

2
T
π

ω =

0 0( ) ( ) ( )2

0
0 0

1 1 [ 1] 0
0( ) ( )

T j k n t j k n t j k nT
e dt e e

j k n j k n
ω ω π

ω ω
− − −= = − =

− −∫

（3.34)
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当k = n 时，由于被积函数变为1，显然该积分等于T。

于是
0( )

0

,
0,

T j k n t T k n
e dt

k n
ω− =

=  ≠
∫

因此，(3.34)式变为 0

0

0

0

( )

1 ( )

T jn t
n

T jn t
n

x t e dt Ta

a x t e dt
T

ω

ω

−

−

=

=

∫

∫由此可得
(3.36)

该式给出了确定系数的关系式。

若 表示在任何一个T区间上的积分，则可表示为

（A）

T∫

0
1 ( ) jn t

n T
a x t e d t

T
ω−= ∫

上述过程可归纳为：如果x (t) 有一个傅里叶级数表示式[即x (t）能表示成

一组成谐波关系的复指数信号的线性组合，]那么傅里叶级数中的系数可由(3.37)

式确定。

（3.37)

0

0

0

( )

0

( )

[ ]

T jn t

T j k n t
k

k

x t e dt

a e dt

ω

ω

−

+∞
−

=−∞

=

∫

∑ ∫
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这一对关系式定义为一个周期连续时间信号的傅里叶级数。

0

0

(2 / )

(2 / )

( )

1 1( ) ( )

jk t jk T t
k k

k k

jk t jk T t
k T T

x t a e a e

a x t e dt x t e dt
T T

ω π

ω π

+∞ +∞

=−∞ =−∞

− −

= =

= =

∑ ∑

∫ ∫

（3.38)

(3.39)

(3.38)式称为综合公式;   (3.39)式则称为分析公式。

系数 称为x (t) 的傅里叶级数系数或称为x (t)的频谱系数。

当k = 0时，可得

{ }ka

0
1 ( )

T
a x t dt

T
= ∫

这就是 x（t ) 在一个周期内的平均值。

0ω

k

ka

0     1     2

#第五次3。25
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例3.5   图3.6示出一周期性方波,在一个周期内定义如下:

1

1

1,
( )

0, /2
t T

x t
T t T

 <=  < <

求：傅里叶级数系数 。

解: 由于x ( t ) 对于t = 0 是对称的,因此取积分区间为

1、对k = 0有

/ 2 / 2T t T− ≤ <
1

1

1
0

21 T

T

Ta dt
T T−

= =∫

2、对 有0k ≠
1

0 0

1

0 01 1

1

10

0

1
0 1 0 1

0

1 1

2 [ ]
2

2sin( )2 sin( ) sin( )

T jk t jk t
k T

jk T jk T

T
a e dt e

TT jk T

e e
k T j

k Tk T k T T
k T k k

ω ω

ω ω

ω

ω
π

ω ω
ω π π

− −

−

−

= = −
−

−
=

= = =

∫

ka

1
0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫
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下图画出了在某一固定的 和几个不同的T下傅里叶级数系数的条线图1T

（a ) T= 4 1T

( b ) T= 8 1T

( c ) T = 16 1T

1
1

2 2sin( ) sin( )4 4
k

k T kTa
k k

π π

π π
= =

1
1

2 2sin( ) sin( )8 8
k

k T kTa
k k

π π

π π
= =

1
1

2 2sin( ) sin( )16 16
k

k T kTa
k k

π π

π π
= =

1
2sin( )

k

k T
Ta

k

π

π
=
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3.4    傅里叶级数的收敛

这一节将讨论两个重要问题:

1、究竟有多大一类的周期信号可以表示为傅里叶级数形式，即傅

里叶级数的收敛问题。

2、如傅里叶级数收敛，那么该傅里叶级数与原周期信号是在什么

意义下的等效表示。即傅里叶级数表示的有效性问题。

先考虑第二个问题：先研究周期信号x ( t ) 用有限项谐波指数信

号的线性组合来近似的问题，即用下列有限级数来近似x ( t )的问
题。

0( )
N

jk t
N k

k N
x t a e ω

= −

= ∑令

0( ) ( ) ( ) ( )
N

jk t
N N k

k N
e t x t x t x t a e ω

+

=−

= − = − ∑则
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为了确定近似程度，采用在一个周期内的误差能量 来度量NE

2( )N NT
E e t d t= ∫

事实上，如果x ( t ) 有一个傅里叶级数展开式的话，

那么，随着 ， 的极限就是零。

因此，傅里叶级数是在 意义上，对其所对应的原

周期信号的最佳表示。即并不意味着信号和它的傅里叶级数表示在

每个 t 值上都相等，而只表示两者在能量上没有任何差别。

N → ∞ NE

lim 0NN
E

→ ∞
=

lim 0NN
E

→ ∞
=

即

因为实际系统都是对信号能量作出响应，从这个观点出发，

x (t)和它的傅里叶级数表示就是不可区分的。
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下面再看第一个问题：
关于傅里叶级数的收敛，有两组稍有不同的条件：

1、如果周期信号x (t)在一个周期内的能量是有限的，即
2( )

T
x t dt < ∞∫

则其傅里叶级数表达式一定存在。这时就能保证由傅里叶系数公
式求得的系数 是有限值。ka

0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫
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2、另一组条件是“狄里赫利条件”。它包含以下三点：

条件1： 在任何周期内，x (t)必须绝对可积，即

( )
T

x t d t < ∞∫
与平方可积条件相同，这一条件保证了每一个系数 都是有限

值。

这是因为

ka

0
1 1( ) ( )

( )

jk t
k T T

kT

a x t e d t x t d t
T T

x t d t a

ω−≤ =

< ∞ < ∞

∫ ∫
∫ 则，所以，若

0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫
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条件2：在任何有限区间内，x (t)只具有有限个起伏变化；即在任

何单个周期内，x (t)的最大值和最小值的数目有限。

条件3：在x (t)的任何有限区间内，只有有限个不连接点，而且在这

些不连续点上，函数x (t)为有限值。

说明：

一个不满足狄里赫利条件的信号，一般来说在自然界中都是属

于比较反常的信号，结果在实际场合不会出现。因此，傅立叶级数

的收敛问题对本书要讨论的问题不具有特别重要的意义。
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3.5   连续时间傅里叶级数性质

3.5.1   线性性质
令 x ( t ) 和 y ( t ) 为两个周期信号,周期为T, 它们的傅里叶级数系数分别为 和

即：

ka kb

( ) k
FSx t a ( ) k

FSy t b

则 ( ) ( ) ( ) k k k
FSz t Ax t By t C Aa Bb= + = +

证明: 0

0

0 0 0

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

jk t
k k

k

jk t
k k

k

jk t jk t jk t
k k k k

k k k

k k k

FSAx t Aa e Aa

FSBy t Bb e Bb

Ax t By t Aa e Bb e Aa Bb e

FSz t Ax t By t C Aa Bb

ω

ω

ω ω ω

+∞

=−∞

+∞

=−∞

+∞ +∞ +∞

=−∞ =−∞ =−∞

=

=

+ = + = +

∴ = + = +

∑

∑

∑ ∑ ∑

∵

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

= ∑
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3.5.2  时移性质

证明：
若 x ( t )为周期信号,其周期为T。时移 后，所得信号 的

傅里叶级数系数为

0 0 0(2 / )
0

( )

( )

k

jk t jk T t
k k

FSx t a

FSx t t e a e aω π− −− =

0t 0( ) ( )y t x t t= −

0
0

1 ( ) jk t
k T

b x t t e dt
T

ω−= −∫
令 ,则可得0t tτ = −

0 0 0 0 0 0 0( )1 1( ) ( )jk t jk t jk jk t
kT T

x e d e x e d e a
T T

ω τ ω ω τ ωτ τ τ τ− + − − −= =∫ ∫
式中 是 x ( t ) 的第k个傅里叶级数系数。ka
结论：当一个周期信号在时间上移位时，它的傅里叶级数系数的模保持不变，即

k kb a=

若

则

0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫
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3.5.3  时间反转
一个周期信号x ( t )经过时间反转后,其周期T仍然保持不变。为了确定它的

傅里叶级数系数，先看时间反转在综合公式所带来的影响：

2 /

2 / 2 /

( ) ( )

( ) ( )

jk t T
k

k

jm t T jk t T
m k

m k

y t x t a e

y t x t a e a e

π

π π

∞
−

=−∞

∞ ∞

− −
=−∞ =−∞

= − =

= − = =

∑

∑ ∑令k = - m 得

由上式可见，x ( - t )的傅里叶级数系数为 k kb a−=

也就是说，若 ( ) ( )k k
FS FSx t a x t a−−则

结论：若x ( t )为偶函数，即x ( - t ) = x ( t ) ,则其傅里叶级数系数也为偶，即

若x ( t )为奇函数，即x ( - t ) = - x ( t ) ,则其傅里叶级数系数也为奇，即

。

k ka a− =

k ka a− = −

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

= ∑
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3.5.4  时域尺度变换

时域尺度变换是一种运算，这种运算会改变信号的周期。

如果x ( t ) 是周期的（周期为T），则x ( at ) 就是一个周期为T/a 或

基波频率为 的周期信号。即0aω

0

2( )( ) /( )
jk tjk a t T a

k k
k k

x at a e a e
π

ω
+∞ +∞

=−∞ =−∞

= =∑ ∑

因为时间尺度运算是直接加在x ( t )的每一次谐波分量上的，

所以，对于这些谐波分量中每一个的傅里叶系数仍然是相同的。

要强调的是：虽然傅里叶系数仍然相同，但由于基波频率变化

了，傅里叶级数表示也改变了。
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3.5.5  相乘性质
假设x ( t ) 和 y ( t ) 是两个周期为T的周期信号,且有

0 0 0

0 0

0

( )

( ) , ( )

( ) ( )

( ) ( )

[ ]

[ ]

k k

l k l
l

jl t jk t j t
l k l k

k l k l k

jn t jn t
l n l

l n n

jk t
l k l

k l

l n l

k

l

l

FS FSx t a y t b

FSx t y t a b

x t y t a e b e a b e

a b e e

a

b

b e

a

ω ω ω

ω ω

ω

∞

−
=−∞

∞ ∞ ∞ ∞

=− =−∞ =−∞ =−∞

∞ ∞ ∞

−
=−∞ =−∞ =−∞

+

∞ ∞

−
=−∞ =−∞

∞

−
=−∞

= =

= =

=

∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑

∑

∑

令 得：n k l= +

令 n = k   得

证明：

则

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

= ∑
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即：其傅里叶系数可用x (t)和y (t)的系数表示为

( ) ( ) k l k l
l

FSx t y t h a b
∞

−
=−∞

= ∑
上式右边的和式可看作是x (t)傅里叶系数序列与y (t) 的傅里叶系

数序列的离散时间卷积。

结论:两个周期为T的连续时间信号的乘积,仍是一个周期为T的周期

信号,它的傅里叶系数就是被乘的这两个信号的傅里叶系数序列的卷

积。

3.5.6   共轭及共轭对称性

将一个周期信号x (t)取它的复数共轭,在它的傅里叶级数系数上就

会有复数共轭并作时间倒置的结果,
* *( ) ( )k k

F S F Sx t a x t a −
则有即若
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0 0 0( ) jk t jm t jk t
k m k

k m k
x t a e a e a eω ω ω

+∞ +∞ +∞
−∗ ∗ ∗ ∗

− −
=−∞ =−∞ =−∞

= = =∑ ∑ ∑

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

= ∑∵
证明:

将上式两边各取复数共轭,得

即得 * *( ) k
FSx t a−

•若x (t)为实函数,这时由于 ,傅里叶级数系数就一定是共轭对称的,

即 ( 3.66 )

且有

*

*

( ) ( )

k k k k

x t x t
a a a a∗

− −

=

= =

•若x (t)为实且为偶函数,据3.5.3节 。然而,根据（3.66）式又有

,所以得 。

k ka a −=
k ka a−=

*
k ka a−= *

k ka a=

这就是说，若x (t)为实且为偶函数，则它的傅里叶级数系数也为实且为偶函数。

设m = - k

a j b
a j b

−
+

设k=m

或
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类似地，若x (t) 为实且为奇函数，则它的傅里叶级数系数为纯虚数且为奇函数。

3.5.7  连续时间周期信号的帕斯瓦尔定理

连续时间周期信号的帕斯瓦尔定理是
221 ( ) kT

k
x t d t a

T

∞

= − ∞

= ∑∫
式中 ——是 x (t)的傅里叶级数系数；

T    ——是信号的周期。
ka

上式左边是信号x (t)在一个周期内的平均功率（也就是单位时间内的能量）。

而第k 次谐波的平均功率为:

0
2 2 21 1jk t

k k kT T
a e dt a dt a

T T
ω = =∫ ∫

所以 就是x (t)中第k 次谐波的平均功率。

因此，帕斯瓦尔定理所说的就是：一个周期信号的总平均功率等于它的全部谐波

分量的平均功率之和。

2
ka

0

0
2 2 2

0 0

( )

cos ( ) sin ( ) 1

jk t
k

k

jk t

x t a e

e k t k t

ω

ω ω ω

+∞

=−∞

=

= + =

∑∵

0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫
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3.5.8   连续时间傅里叶级数性质列表——见P146页
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3.5.9  举例

例 3.6 ：有一信号g (t),基波周期是4,如图3.10所示。利用g (t) 与例3.5中对称周期
方波x (t)的关系来求g (t)的傅里叶系数。

解：

T− 1T− 1T T
2
T

−
2
T

x (t)

t

例3.5 图

由例3.5图可见,     =1 , T = 4 ; 而

由时移性质,若x (t)的傅里叶级数系数记作 ,则x (t-1)的傅里叶系数 为

1T
1( ) ( 1)
2

g t x t= − −

1

ka kb
0(2 / ) / 2jk T t jk

k k kb a e a eπ π− −= =
而g (t)的直流偏移(即-1/2项)的傅里叶系数为

-2    -1         1     2              t

1/2

-1/2

g (t)

图3.10
sin( / 2) ,k

ka
k
π
π

=
1

0 1

1 1 / 2
4

a d t
−

= =∫
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0 0

0 0

0

0

1 1 1( )
2

1
2
1 1 [ ]

2 ( )
1 1 [1 1] 0

2 ( )

jk t jk t
k T T

k

jk T
k

C x t e dt e dt
T T

C

C e e
T jk

T jk

ω ω

ω

ω

ω

− −

−

= = −

= −

= − −
−

= − − =
−

∫ ∫∵

当k = 0时

当 时0k ≠

0 , 0
1 , 0
2

k

k
C

k

≠
= 

− =

即
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利用线性性质可得g (t)的傅里叶系数为

/ 2

0

, 0
1 , 0
2

jk
k

k k k

a e k
d b C

a k

π− ≠
= + = 

− =
再将 和 代入,

可得

ka

/ 2sin( / 2) , 0

0 , 0

jk

k

k e k
d k

k

ππ
π

− ≠= 
 =

1
0 0 0

1

0 0

1

1
0

0

0 0

11 1 1( )
1

sin2 sin / 2[ ]
2 2

T jk t jk t jk t
k T

jk jk

a x t e d t e d t e
T T jk T

ke e k
k T j k k

ω ω ω

ω ω

ω

ω π
ω ω π

− − −

− −

−

= = = −
−

−
= = =

∫ ∫

0a

1

1

1

0 1

1 1( ) 1 / 2
4

T

T
a x t d t d t

T − −
= = =∫ ∫说明：
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例3.7  考虑一周期为T=4的三角波信号x (t),其基波频率 ,波形如

图3.11所示。求傅里叶系数

解：

0 / 2ω π=

1 10 2 0 2
2 2

( ) 0 0 '( ) 0 0
1 12 0 2 0
2 2

t t t

x t t x t t

t t t

 < < < < 
 

= = → = = 
 
 − − < < − − < <
 

∵

1

-2              0              2            t

x (t)

可见，这个信号的导数就是例3.6中的g (t) 。设g (t)的傅里叶系数为 ，x (t)

的傅里叶系数为 。根据微分性质有

kd

ke

-2       -1             1       2                   t

1/2

-1/2

'( ) ( )x t g t=
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/ 2

/ 2 / 2
2

(2 / ) ( / 2)
sin( / 2) , 0

0 0
0
2 2 sin( / 2) 2sin( / 2)

( )
0

k k k

jk

k

jk jk
k k

d jk T e jk e
k e k

d k
k

k
k ke d e e

jk jk k j k
k

π

π π

π π

π
π

π π
π π π π

−

− −

= =

 ≠= 
 =

∴ ≠

= = =

=

∵

1、当 时

可得

2、当 时，可利用公式求得

据微分性质

0

( )

'( )

FS
k

FS
k

x t a
x t jk aω

→

→
若

则

2 20 2

0 2 0

0 21 1[ ] [ ]
2 02 2 4 2 2 2

1 1[ (0 4) (4 0)]
16 2

t t t te dt dt
T −

= − + = − +
−×

= − − + − =

∫ ∫

因为T=4

0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫
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例3.8：已知x (t)是周期为T的冲激串,可表示为

( ) ( )
k

x t t kTδ
∞

=−∞

= −∑

求：傅里叶系数 。

解：据（3.39)式,并选积分区间为 ,  以避开在积

分上下限处发生冲激。可得

ka

1

x (t)

-T        0          T        t

/ 2 / 2T t T− ≤ ≤

/ 2 (2 / )

/ 2

1 1( )
T jk T t

k T
a t e dt

T T
πδ −

−
= =∫

上式表明：该冲激串的傅里叶系数都是一样的，并且都是实数。对

于k来说，还是偶函数（因为实偶信号的 是实偶的）。

注意：冲激串与方波信号还有一种直接的关系。这是因为方波信号

的导数为冲激串，具体说明如下：

(3.76)

0

0

1 ( )
T jn t

na x t e dt
T

ω−= ∫

ka
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q (t)可表示为两个经移位了的冲激串之差，即

利用傅里叶级数时移、线性性质，就可求得q (t) 的傅里叶系数；再利用微分性质
求得g (t)的傅里叶系数。

1 1( ) ( ) ( )q t x t T x t T= + − −

x（t）

g (t)

q (t)

(3.77)

方波

方波求导后

冲激串

FS
ka→

FS
kC→

FS
kb→
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1、根据时移性质和线性性质，q (t)的傅里叶系数 可以用x (t)的傅里叶系数

表示为：

kb

ka
0 1 0 1jk T jk T

k k kb e a e aω ω−= −

因为

/ 2 /

/ 2

1 1( )
T jk t T

k T
a t e dt

T T
πδ −

−
= =∫

2、因为q (t)是g (t)的导数，所以由微分性质，可直接写出

0 1 0 1 0 12 sin( )1 [ ]jk T jk T
k

j k Tb e e
T T

ω ω ω−= − =

0k kb jk cω=

式中， ——是g (t)的傅里叶系数。

则当 有

kc

0 1

0

0 1

0

2 sin( ) sin( )k
k

b j k Tc
jk jk T

k T
k

ω ω
πω ω

= = =0k ≠

当k= 0 时, 

所以有

(3.78)

1

1

1
0

21 ( )
T

T

Tc g t dt
T T−

= =∫

1 1( ) ( ) ( )q t x t T x t T= + − −
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例3.9  假设关于某一信号x (t)给出下列条件:

1、x (t)是一个实信号。

2、x (t) 是周期的，周期为T=4 ，它的傅里叶系数是 。

3、 = 0 ，

4、傅里叶系数为 的信号是奇信号。

5、

证明：以上所给条件，除了一个正负号可供选择外，足以将信号确定。

解：根据条件3可知，x (t)最多只有三个非零的傅里叶系数即：

又由条件2可知，x (t)的基波频率为 ，于是有

ka
ka 1,1 1k kk > > < −

/ 2jk
k kb e aπ−

−=
2

4

1 ( ) 1/ 2
4

x t dt =∫

0 1 1, ,a a a−

0 2 /4 /2ω π π= =
/ 2 / 2

0 1 1( ) j t j tx t a a e a eπ π−
−= + +

又由条件1可知，x (t)为实数，所以据对称性质可知 为实数且 ，

于是就有，

0a *
1 1a a−=

/ 2 /2 * / 2
0 1 1 0 1

0 1

( ) ( ) 2 { }
2 cos / 2

j t j t j t
ex t a a e a e a a e

a a t

π π π

π
= + + = + ℜ

= + （3.81)

，（即 或 时）

-1     0     1      k

ka

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

= ∑
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现在来确定由条件4给出的具有傅里叶系数为 的信号:

1、根据时间反转性质可知， 对应于信号 x (-t) 。

2、时移性质又指出：第k次傅里叶系数乘以 就响应于信号向右移1

（即，以t-1代替t )。所以， 对应于信号 ;

3、又根据条件4，它必须为奇信号。

4、因为x (t)为实，x (-t+1)也必须为实信号。因为实、奇信号所对应的傅里叶

系数为纯虚数，且为奇函数。于是 和 。

5、由于时间反转和时移都不会改变每个周期内的平均功率，所以条件5即使在

x (t)被x(-t+1)替代后仍然成立，即

kb
ka−

/ 2jke π−

kb ( ( 1)) ( 1)x t x t− − = − +

0 1 10b b b−= = −

2

4

1 1( 1)
4 2

x t dt− + =∫
由帕斯瓦尔定理可知

2 2 2 2
1 14

1 1( 1)
4 2k

k
x t dt b b b

+∞

−
= −∞

− + = = + =∑∫ （3.83)

将 代入上式,得1 1b b−= −
2 2 2

1 1 1
12
2

b b b+ − = =

/ 2jk
k kb e aπ−

−=
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2
1 1

1 1 / 2
4

b b= =即 ,

6、因为 为纯虚数,所以 一定为 或者 .

7、利用条件4  （即 且为奇信号）和 ,        求出 、

•当k = 0 时：因为 ，由条件4可知

•

•当k=1时：

1b 1b / 2 / 2j j−

0b 1b 0a 1a

0 0b = 0 0a =

/ 2
1 1 1

1 1

(cos / 2 sin / 2)ja e b j b
jb jb

π π π−
− −

−

= = −
= − =

1 1/ 2, 1/ 2b j a= = −

由（3.81)式得, ( ) cos( / 2)x t tπ= −

若取 那么

若取 那么 ,  得1 1/ 2, 1/ 2b j a= − = ( ) cos( / 2)x t tπ=

/ 2jk
k kb e aπ

−=

0 1( ) 2 cos / 2x t a a tπ= +
（3.81）式为
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P98页 题2.3:   

已知 : 21[ ] ( ) [ 2], [ ] [ 2]
2

nx n u n h n u n−= − = +

求出并画出输出 [ ] [ ] [ ]y n x n h n= ∗

解:

2
2

12
2 1

2 0

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

0 21[ ] ( ) [ 2] 12 ( )
2
1

[

2

] [ 2 ]
0 2

2 2 0
1 1 1 (1/ 2) 1[ ] ( ) ( ) [ ] [1 ( ) ] 2 [ ]
2 2 1 (1/ 2)

2

2

k

k
k

nn n
k m n

k m

y n x n h n x k h n k

k
x k u k

h n k u

k

n k
k n

n n

y n u n

k n

u n

∞

=−∞

−
−

++
− +

= =

= ∗ = −

 <= − = 



− = + − =  > +
+ ≥ ≥

−
∴ = = = =

≥

≤ +

− ×
−

∑

∑ ∑

∵

当 时 ,                    ,     y [n] 有值
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0   1    2    3   4    5                 n

1

x [k]

0                               n+2       n

h [n-k]

0         2                   n+2           n

y [n]

1
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题 2.61   (C )      已知电路如图所示，1）求y (t)  的微分方程

解：

2

2

2

2

( ) 1 ( )( )
5

( )( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( )2 1 ( ) ( )
5 5

1 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
5 5

cdu t dy ti t C
dt dt

di ti t R L y t x t
dt

dy t d y t y t x t
dt dt

d y t dy t y t x t
dt dt

= =

+ + =

× + × + =

+ + =

x (t)

2R = Ω 1L H=

1
5

C F= ( )y t
+

−
( )i t
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2）证明齐次解的形式为

{ }2 2
1 2

at j t j te k e k e− −+
给出a 的值。

解：齐次方程为
2

1

1 2 1 2''( ) '( ) ( ) 0 1 0
5 5 5 5

1 2 , 1 2

y t y t y t

j j

λ λ

λ λ

+ + = + + =

= − + = − −
( 1 2 ) ( 1 2 )

1 2
2 2

1 2

( )

[ ]
1

j t j t
h

t jt jt

y t k e k e
e k e k e

a

− + − −

− −

∴ = +

= +
∴ =

3)因为电压和电流都是实数，证明：该系统的自然响应为一衰减正

弦振荡。

解：自然响应——即齐次解

电压和电流都是实数
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2 2
1 2

1 2

1 2 1 2

( ) [ ]

[ (cos2 sin 2 ) (cos2 sin 2 )]

[cos2 ( ) sin 2 ( )]

[cos2 ( ) sin 2 ( )]
0 ,
0 ,

( ) [2 cos2 2 sin 2 ]

t j t j t
h

t

t

t

t
h

y t e k e k e
e k t j t k t j t
e t k k j t k k
e t t ja b jc d

jb jd b d
ja j

c jd

c a c
y t

a jb

e a t d t

− −

−

−

−

−

= +

= + + −

= + + −

= + + − − +
+ = = −
− = =

= +

+ +

即为一衰减正弦振荡

作业：

题3.5  、题3.11、题3.42 (c)

1

2

k a jb
k c jd

= +
= +

设：
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3.6 离散时间周期信号的傅里叶级数表示

3.6.1  成谐波关系的复指数信号的线性组合

离散时间周期信号x [n]为 [ ] [ ]x n x n N= +
基波周期为N;     基波频率为

例如: 复指数信号 就是一个以N为周期的信号 ;

如果把以N为周期的所有的离散时间周期性复指数信号组合起来,可构成一个信
号集

0 2 / Nω π=
(2 / )jk N ne π

0 (2 / )[ ] { } { } , 0, 1, 2,jk n jk N n
k n e e kω πφ = = = ± ± L

N是这个信号集的基波周期,其谐波频率都是 的倍数。由于离散时间

复指数信号在频率上相差 的整数倍（即只有N个信号是不同的），所

以有

2 / Nπ
2π

0 1 1[ ] [ ], [ ] [ ], [ ] [ ]N N k k rNn n n n n nφ φ φ φ φ φ+ += = =
其中 r ——是一个整数。

上式表明：当k 改变N的整数倍时，所得到的信号与原来的信号完全相同。

显然，如果将信号集中所有独立的N个信号线性组合起来，它们的组合一定

也是以N为周期的离散时间信号。这就告诉我们，有可能用成谐波关系的复指数
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0 (2 / )[ ] [ ] jk n jk N n
k k k k

k k k
x n a n a e a eω πφ= = =∑ ∑ ∑

因为序列 只在k的N个相继值的区间上是不同的。因此,上式的

求和仅仅需要包括N项。于是，上式的求和是当k在N个相继的区间

上变化时，从任意 k值开始对k进行的。为了指出这一点，特将求和

限表示成 ，即

[ ]k nφ

0 (2 / )[ ] [ ] jk n jk N n
k k k k

k N k N k N
x n a n a e a eω πφ

= = =

= = =∑ ∑ ∑

k N=

譬如说，k既可以取k = 0,1,2,3……N-1;也可以取k = 3,4,5…..N+2 等

等。上式称为离散时间傅里叶级数，而系数 则称为傅里叶级数

系数。

ka

信号的线性组合来表示离散时间周期信号，即

（3.88）
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3.6.2   离散时间周期信号傅里叶级数表示的确定

确定离散时间傅里叶级数的系数 ，有二种方法:

1、在x [n] 的一个周期内对n的N个连续的值进行求值，即

(2 / )[ ] jk N n
k

k N
x n a e π

=

= ∑

ka

2 /

2 ( 1) /

[0 ]

[1]

[ 1]

k
k N

j k N
k

k N

j k N N
k

k N

x a

x a e

x N a e

π

π

=

=

−

=

=

=

− =

∑

∑

∑

M

可以证明，这N个方程是线性独立的，因此可以利用已知的x [n] 

值求得 。ka
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2、给（3.88)式两边同乘以 ,并将相继的N项对n求和(2 / )jr N ne π−

(2 / ) ( )(2 / )[ ] jr N n j k r N n
k

n N n N K n
x n e a eπ π− −

= = =

=∑ ∑ ∑

交换上式右边的求和次序得

(2 / ) ( )(2 / )

1
(2 / )

0

[ ]

, 0, , 2 ,
0 ,

jr N n j k r N n
k

n N k N n N

N
jk N n

n

x n e a e

N k N N
e

k

π π

π

− −

= = =

−

=

=

= ± ±
= 



∑ ∑ ∑

∑
L

其余由于

(3.92)

因此(3.92)式右边只有当( k- r )等于零或是N的整数倍时,才不为零。如果取k = r ,

则（3.92)式的右边内层和式等于N ;当 时,该和式等于零。于是（3.92)式

可改写为

k r≠
(2 / )1 [ ] jr N n

r
n N

a x n e
N

π−

=

= ∑ (3.93)

1

0

( 2 / )

1
1

NN
n

n
jk N

aa
a

a e π

−

=

−
=

−

=

∑
得：

其中：
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根据(3.93)式就可确定离散时间傅里叶级数的系数。至此，我们得到了定义离散

时间傅里叶级数的两个关系式，即离散时间傅里叶级数对

0

0

(2 / )

(2 / )

[ ] [ ]

1 1[ ] [ ]

jk n jk N n
k k k k

k N k N k N

jk n jk N n
k

n N n N

x n a n a e a e

a x n e x n e
N N

ω π

ω π

φ
= = =

− −

= =

= = =

= =

∑ ∑ ∑

∑ ∑

（3.94)

(3.95)

也称频谱系数.

看(3.94)式,若从 0 到 N-1范围内取 k ,则有
ka

0 0 1 1 2 2 1 1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]N Nx n a n a n a n a Nφ φ φ φ− −= + + + +L
类似地,若从1 到 N范围内取 k ,则有

1 1 2 2 3 3[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]N Nx n a n a n a n a Nφ φ φ φ= + + + +L

0[ ] [ ]Nn nφ φ=因为 ,所以只要把(3.96)和(3.97)式作一比较,就可得出

(3.96)

(3.97)

0 Na a=
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类似地 , 若 k 取任何一组N个相连的整数,就一定有

k k Na a +=
这意味着,离散时间傅里叶级数的系数是以N为周期的。

例3.10    已知信号为

该信号仅当 是一个整数 , 或整数的比时, x [n] 才是周期的。求

1、当 是一个整数N的情况下（即 ） ，x [n]是周期的，其

基波周期为N。

把信号展开为两个复指数信号之和，即

0[ ] sinx n nω=

02 /π ω

02 /π ω
0

2
N
π

ω =

(2 / ) (2 / )1 1[ ]
2 2

j N n j N nx n e e
j j

π π−= −

(2 / )[ ] jk N n
k

k N
x n a e π

=

= ∑∵

可知 ，其余系数均为零。

因为这些系数以N为周期重复，所以 。

1 1
1 1,
2 2

a a
j j−= = −

1 1
1 1,
2 2N Na a

j j+ −= = −

ka

0

2 N
m

π
ω

=
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当上例的N =5时，其傅里叶系数如图 3.13所示。

-7    -5 -4 -3 -2    0  1  2  3    5  6  7  8    10 11        k

-6                        -1                          4                           9        

1/2j

-1/2j

图3.13                                          的傅里叶系数[ ] sin(2 / 5)x n nπ=

2、当 为两个整数之比的情况，即当 时。

0

2π
ω

0
0

2 2, ( )N M
M N

π π
ω

ω
= =

假设M和N没有公共因子，x [n]就有一个基波周期为N 。将x [n] 展开为两个复

指数之和
(2 / ) (2 / )1 1[ ]

2 2
jM N n jM N nx n e e

j j
π π−= −

由上式可以直接确定 ，而在一个长

度为N的周期内，其余系数均为 0  。

(1/ 2 ) , ( 1/ 2 )M Ma j a j−= = −
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-7   -6    -5 -4           -2    -1     0 1             3     4     5 6            8     9    10 11          13          k

-8                -3                 2                7                12

1/2j

-1/2j

图3.14                                             的傅里叶系数[ ] sin 3(2 / 5)x n nπ=

图中再次表明这些系数的周期性。例如，对于N =5 ， ， 在该例中

就等于（-1/2j )  。然而，应该注意到：在长度为5的任意周期内，仅有两个非零

的傅里叶系数，因此在综合公式中仅有两个非零项。

2 3a a−=

(2 / ) (2 / )1 1[ ]
2 2

jM N n jM N nx n e e
j j

π π−= −

若取M = 3 和 N = 5 为例，其傅里叶系数如图3.14 所示

-1/2j

(1/2 ) , ( 1/2 )N M N Ma j a j+ −= = −
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例3.11  考虑如下信号:
2 2 4[ ] 1 sin( ) 3cos( ) cos( )

2
x n n n n

N N N
π π π π

= + + + +

由上式可知,该信号是周期的,其周期为N   。求

将x [n] 展开成复指数形式，得

(4 / / 2)(4 / )

(2 / )

(2 / ) (2 /

(2 / )

(2 / ) (2 /

2(2 / ) /2 2(2

)

/2

)2

)

/ /

1 3[ ] 1 [ ] [ ]
2 2

1[ ]
2

3 1 3 11 ( ) ( )
2 2 2 2

1 1( ) ( )
2 2

n Nj n N

j N n jj N n

j

j N n j N n

j N n j j N nj

N n j N nx n
j

e e

e e
j j

e e e

e e e e

e

π π

π ππ π

π

π π

π ππ π

π ++ −

−

− −

− −= + − + +

+ +

= + + + −

+ +

整理后可得

ka
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因此，该例的傅里叶系数为

0

1

1

/ 2
2

/ 2
2

1
3 1 3 1
2 2 2 2
3 1 3 1
2 2 2 2

1 1 1[cos / 2 sin / 2]
2 2 2
1 1 1[cos / 2 sin / 2]
2 2 2

j

j

a

a j
j

a j
j

a e j j

a e j j

π

π

π π

π π

−

−
−

=

= + = −

= − = +

= = + =

= = − = −

其余的

注意：对所有的 k 值，有

0ka =

该例的傅里叶系数如图3.15所示 。

*
k ka a− =

{ } { }

1

1 1

2 2
1

1 1
1

3 1
2 2

3 1Im
2 2

3 1 10( ) ( )
2 2 2

1/ 2 1
3/ 2 3

a j

a a

a

a tg tg− −

= −

ℜ = = −

= + =

− −
= =S

可求得：
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{ }ke aℜ

{ }Im ka

ka

kaS

幅度谱

相位谱



 

 

 

224

例 3.12  已知离散时间周期方波序列如图3.16所示,求傅里叶系数

-N                -N1   0   N1                 N             n

1

图3.16        离散时间周期方波序列

解:  由于在 内 x [n] = 1  , 所以将(3.95)式的求和区间选在

这一范围内,得
1 1N n N− ≤ ≤ 1 1N n N− ≤ ≤

1

1

(2 / )1 N
jk N n

k
n N

a e
N

π−

=−

= ∑
令 则上式变为1m n N= +

1 1
1 1

2 2
(2 / )( ) (2 / ) (2 / )

0 0

1 1N N
jk N m N jk N N jk N m

k
m m

a e e e
N N

π π π− − −

= =

= =∑ ∑ (3.103)

(3.103)式的和是一个几何级数的前 项之和,可求得为1(2 1)N +

0
1 [ ] jk n

k
n N

a x n e
N

ω−

=

= ∑
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1

1 1

1

(2 / )
(2 / )

2 ( 1/ 2)/ 2 ( 1/ 2)/(2 / 2 )

(2 / 2 ) (2 /2 ) (2 / 2 )

2 (2 /

1

1)1 1( )
1

1 [ ]
[ ]

sin[2 ( 1/ 2) / ]1
sin( / )

jk N N
k

jk N N jk N Njk N

jk N jk

jk N

N jk N

jk N N

a e
N

e e e
N e e e

k N

e

N
N k N

eπ

π π

π

π

π

π

π π

π
π

+ − +−

− −

− +

−

−
=

−
−

=
−

+
=

图3.17表示了, 当 时,分别对N = 10,20和40 三种情况下的傅里叶系数12 1 5N + = ka

1 1
1 1

1

2 1 2 12 2 1 2 1( ) ( ) ( )2 (2 1)/ 2 2 2 2
N Njk jk N jk Njk N N N N Ne e e e

π π π
π

+ +
− + − + − +− + = =

说明：

12 10 , , 2 , k
Nk N N a

N
+

= ± =L由上式可见，当 时，

当 时，可按有限项求和公式计算：0, , 2 ,k N N≠ ± L
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ka k∼ 图
N=40

N=20

N=10
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并对几个不同的M值 , 对信号 作图

现在来研究一个离散时间方波序列的部分和序列。

为了方便起见，先假设周期N为奇数。用上述图3.16的例子,取N = 9 , 12 1 5N + =

[ ]x n
∧

-N                -N1   0   N1                 N             n

1

图3.16        离散时间周期方波序列

1 sin[ (5) / 9] , 0, , 2 ,
9 sin( / 9)
5 , 0, ,2 ,
9

k

k

ka k N N
k

a k N N

π
π

 = ≠ ± ±

 = = ±

L

L

即

( 2 / )[ ]
M

jk N n
k

k M
x n a e π
∧

= −

= ∑
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=

=

=

( 2 / )[ ]
M

jk N n
k

k M
x n a e π
∧

= −

= ∑

由图可见,对于M=4,部分和 [ ] [ ]x n x n
∧

=

图3.18

因为N= 9，当取M=4时，

求和区间为 ，即

等于一个周期 9。

4 4− ∼
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与连续时间情况相比，这里不存在任何收敛问题。也没有吉伯斯现象。

事实上，离散时间傅里叶级数不存在任何收敛问题。究其原因全依赖于这样一个

事实：任何离散时间周期序列x[n] 完全是由有限个参数（即N个）来

表征的。

因此，若N为奇数，而我们取 ，那么（3.106)式中的和就完全

包括了N项,于是由综合公式就能得到 。

类似地，若N为偶数，可令

( 1)/2M N= −

[ ] [ ]x n x n
∧

=
( 2 / )

1
[ ]

M
jk N n

k
k M

x n a e π
∧

= − +

= ∑

那么，在M = N/2时，这个和式仍由N项组成，由综合公式还是可以得出

[ ] [ ]x n x n
∧

= 的结论。
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而连续时间周期信号在一个单一周期内有一个连续取值问题，这就要求用无

限多个傅里叶系数来表示它。

3.7  离散时间傅里叶级数性质

离散时间和连续时间傅里叶系数性质之间存在着很大的相似性。(见P157

表3.2) 。下面只限于讨论与连续时间情况相比有重要差别的几个性质。

3.7.1   相乘

假设 都是周期的，且周期为N。

那么，乘积 也是一个周期为N的周期序列。它的傅里叶系数为

[ ] [ ]k k
FS FSx n a y n b和

[ ] [ ]x n y n

1[ ] [ ] k l
l N

k
FSx n y n d a b −

=

= ∑

除了求和变量要限制在N个连续样本区间上外，上式就类似于卷积的定义。

注意：求和可以在任何 的相继N个值上进行。我们把这种类型的运算趁为两

个周期的傅里叶系数序列之间的周期卷积；而把从 的这种卷积和的

l
−∞ ∞∼
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形式有时就称为非周期卷积。

3.7.2     一次差分

其定义为: [ ] [ ] [ 1]y n x n x n= − −

若 x [n]  是周期的(周期为N),那么 y [n] 也是周期的(周期也为N) 。

同样，若

(2 / )

[ ]

[ ] [ 1] (1 )

k

jk N
k

FSx n a

FSx n x n e aπ−− − −则

证明：
(2 / )

(2 / )

[ ] [ 1]

[ ] [ 1] (1 )

jk N
k k

jk N
k

FS FSx n a x n e a

FSx n x n e a

π

π

−

−

−

∴ − − −

∵ 则

时移性质

线性性质
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3.7.3   离散时间周期信号的帕斯瓦尔定理

若 x [n] 是周期的(周期为N) ,其傅里叶系数为 , 则离散时间周期信号的帕斯瓦

尔定理为
2 21 [ ] k

n N k N
x n a

N = =

=∑ ∑

ka

上式左边是 x [n] 在一个周期内的平均功率,而 是 x [n] 的第k次谐波的平均

功率。

因此，帕斯瓦尔定理再一次表明：一个周期信号的平均功率等于它的所有谐波

分量的平均功率之和。（当然，在离散时间中只有N个不同的谐波分量。同时，

由于 也是周期的，周期为N，所以上式右边的求和可以在任何k 的N个相继值

上进行。）

2
ka

ka
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3.7.4   举例

下面将给出几个例子来说明如何利用离散时间傅里叶级数性质来表征离散时

间周期信号,以及计算它们的傅里叶级数表示式。

例3.13 求图3.19(a)

的 x [n] 的傅里叶系数。

解:

1、由图可见其基波周

期为5。

2、x [n] 可看成是由图

3.19(b)的方波序列

和图3.19( c ) 的直流序列

之和。

1 1, 5N N= =1[ ]x n

2[ ]x n
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3、设 1 2[ ] , [ ]k k

k k k

FS FSx n b x n c

a b c= +则有

而由例 3.12 可知:响应于 的 可表示为1[ ]x n
kb

1 sin(3 / 5) , 0, 5, 10,
5 sin( / )

3 , 0, 5, 10,
5

k

k k
k Nb

k

π
π

 ≠ ± ±= 
 = ± ±

L

L

序列 仅有一个直流值,它由零次傅里叶级数系数表示为2[ ]x n
4

0 2
0

1 [ ] 1
5 n

c x n
=

= =


∑
因为,离散时间傅里叶级数系数是周期的,所以当k 为5的整数倍时,             。

其余的系数都必须为零。

因此得

1kc = 2[ ]x n

P155页
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1 sin(3 / 5) , 0, 5, 10,
5 sin( / 5)
3 81 , 0, 5, 10,
5 5

k

k

kb k
ka

k

π
π

 = ≠ ± ±= 
 + = = ± ±

L

L

例 3.14   已知某序列 x [n] 给出的条件如下:

1、x [n]是周期的，周期N = 6

2、
5

0

7

2

[ ] 2

( 1) [ ] 1

N

n

n

x n

x n

=

=

=

− =

∑

∑3、

4、在满足上述三个条件的所有信号中，x [n]具有在每个周期内最小的功率

求: x [n]

解：1）将 x [n] 的傅里叶级数系数记作 ，

2） 根据条件2，可以得出

3）因为

所以由条件3，可得 。

ka
0 1/ 3a =( 2 / )1 [ ] jk N n

k
n N

a x n e
N

π−

=

= ∑∵

(2 /6)3 (cos sin ) ( 1)j n j n n ne e jπ π π π− −= = − = −
3 1 / 6a =
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根据帕斯瓦尔定理，x [n] 的平均功率为
5

2

0
k

k
P a

=

= ∑
因为每一个非零系数都在P中提供一个正的量，又因为 和 的值已经确定。

所以要使P最小，就只有选 ，因此得

0a 3a
1 2 4 5 0a a a a= = = =

0 3
1 1[ ] ( 1)
3 6

j n nx n a a e π= + = + −

图3.20表示了满足所给条件的序列 x [n] 。

-2  -1   0    1    2    3            n

1/2

1/6
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3.8   傅里叶级数与LTI系统

一、在P129页（3.13)、（3.14）式已经看到

1、 在连续时间情况下,若系统的单位冲激响应为 h (t)，则有

系统( ) ks t
k

k
x t a e= ∑ ( ) ( ) ks t

k k
k

y t a H s e= ∑

2、类似地，若 是一个离散时间LTI系统的输入，那么其输出就为[ ] nx n z=

[ ] ( ) n
k k k

k
y n a H z z= ∑系统[ ] n

k k
k

x n a z=∑

二、 当s或z 是一般复数时

( ) [ ] k

k
H z h k z

+∞
−

=−∞

= ∑

( ) ( ) stH s h e dτ τ
∞ −

−∞
= ∫

js j z e eβ σ ωσ ω += + = =
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•对于连续时间信号与系统而言，这一章及下一章都将注意力放在 这

一特殊情况，这时 ，即 这个输入是在频率 上的一个复

指数。

具有 形式的系统函数[即 ]就称为该系统的频率响应，它由下

式给出：

{ } 0e sℜ =
st j ts j e e ωω= = ω

s jω= ( )H jω

•对于离散时间信号与系统而言，本章和第5章都将集中在 的z值上，这

样 。

对z局限在 形式的系统函数 H (z) 称为该系统的频率响应，它由下式给

出：

1z =
,jz e ω ω= n j nz =e

jz e ω=

即

( ) ( ) j tH j h t e dtωω
∞ −

−∞
= ∫

( ) [ ]j j n

n
H e h n eω ω

+∞
−

=−∞

= ∑
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1、在连续时间情况下

令 x (t) 为一周期信号，其傅里叶级数表示为

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

= ∑
假定将该信号加入单位冲激响应为 h (t) 的LTI系统作为它的输入，那么其输出为

0
0( ) ( ) jk t

k
k

y t a H jk e ωω
+∞

=−∞

= ∑

0ks jkω=

若 是 x (t) 的一组傅里叶级数系数,那么 就是输出 y (t) 

的一组傅里叶级数系数。

{ }ka { }0( )ka H jkω
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例3.16   假设 , 

LTI系统的单位冲激响应为

求 输出 y (t)  的傅里叶级数系数。

解：1、首先求频率响应

3
2

3
( ) jk t

k
k

x t a e π

=−

= ∑

( ) ( )th t e u t−=

(1 )

0

1 1( )
01 1

j jH j e e d e
j j

τ ωτ τ ωω τ
ω ω

∞ − − − + ∞
= = − =

+ +∫
2、由x (t) 表达式可知， ，因此可得0 2ω π=

3
2

3

( ) jk t
k

k
y t b e π

=−

= ∑

0 1 1 2 2 3 3
1 1 11, , ,
4 2 3

a a a a a a a− − −= = = = = = =

( ) ( ) j tH j h t e dtωω
∞ −

−∞
= ∫
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由于 ，所以

0 0

1 1

2 2

3 3

( 02 ) 1
1 1 1 1( ) , ( )
4 1 2 4 1 2
1 1 1 1( ) , ( )
2 1 4 2 1 4
1 1 1 1( ) , ( )
3 1 6 3 1 6

b a H j

b b
j j

b b
j j

b b
j j

π

π π

π π

π π

−

−

−

= =

 = =

+ −

 = = + −
 = = + −

( 2 )k kb a H jk π=

注意：因为 x (t) 和 h (t) 都是实信号，所以 y (t) 一定是实信号。检查一下（3.127)

式,并注意到 就能证明这一点。

因此, y (t) 也能表示为以下两种形式,即

*
k kb b−=

（3.127)

3

1

3

1

( ) 1 2 cos(2 )

( ) 1 2 [ cos2 sin2 ]

k k
k

k k
k

y t D kt

y t E kt F kt

π θ

π π

=

=

 = + +

 = + −


∑

∑
见P133

3
2

3

( ) jk t
k

k
y t b e π

=−

= ∑

, 1,2,3kj
k k k kb De E jF kθ= = + =设
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其中 这些系数都能直接由(3.127)式求出,例如:

1
1 1 1 12

1 , tan (2 )
4 1 4

D b bθ π
π

−= = = = −
+

S

{ } { }1 1 1 12 2

1 ,
4(1 4 ) 2(1 4 )

E e b F m b π
π π

=ℜ = =Ι =−
+ +

, ,K K KD E F
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2、在离散时间情况下

令 x [n] 是一周期信号，其傅里叶级数表示为

(2 / )[ ] jk N n
k

k N
x n a e π

=

= ∑
LTI系统的单位脉冲响应为h [n] ，则系统输出为

用 代入,可得(2 / )jk N
kz e π=

(2 /( ) )2 /( )[ ] j k N jk N n

k N
ka Hy n ee π π

=

= ∑
(3.131)

y [n] 也是周期的,且与 x [n] 有相同的周期, y [n]的第k个傅里叶系数就是输入的

第k个傅里叶系数与对应频率点上的频率响应值 的乘积。
2 /( )j k NH e π

[ ] ( ) n
k k k

k
y n a H z z= ∑
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例3.17   考虑一LTI系统,其单位脉冲响应为

[ ] [ ] , 1 1nh n a u n a= − < <

输入为
2[ ] cos( )nx n
N
π

=

求 y [n]的傅里叶级数

解:    把 x [n] 写成傅里叶级数形式
(2 / ) (2 / )

1 1

1 1[ ]
2 2

1 1,
2 2

j N n j N nx n e e

a a

π π−

−

= +

= =

因为对z局限在 形式的系统函数 H (z),即 为
jz e ω= ( )jH e ω

0 0
( ) [ ] ( )j j n n j n j n

n n n
H e h n e a e aeω ω ω ω

∞ ∞ ∞
− − −

= −∞ = =

= = =∑ ∑ ∑
据无限项和公式

0

1 , 1
1

n

n
a a

a

∞

=

= <
−∑

可得

( ) [ ] k

k
H z h k z

+∞
−

=−∞

= ∑
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可得
1( )

1
j

jH e
ae

ω
ω−=

−
则输出的傅里叶级数为

2( / (2 / )

2 / (2 / ) 2 / (2 / )

(2 / ) (2 / )
2 / 2 /

[ ] ( )

1 1( ) ( )
2 2
1 1 1 1( ) ( )
2 1 2 1

j k N jk N n
k

k N

j N j N n j j N n

j N n j N n
j N j N

y n a H e e

H e e H e N e

e e
ae ae

π π

π π π π

π π
π π

=

− −

−
−

=

= +

= +
− −

∑

设

则可简化为

2 /

1
1

j
j N re

ae
θ

π− =
−

2[ ] cos( )y n r n
N
π

θ= +
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若N =4,则有
1( ( ))

2 / 4 2

1

2

1 1 1
1 1 1

1[ ] cos( tan ( ))
21

j tan a
j e

ae ja a
ny n a

a

π

π

−−
−

−

= =
− + +

= −
+

因此
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书中一些错的地方：

P149     第七行 原来是： 0 1 0 1

0 1 0 1

1 [ ]

1 [ ]

jk T j T
k

jk T j T
k

b e e
T

b e e
T

ω ω

ω ω−

−= −

= −应改为

P162    式（3.124） 原来是: 0

0

0

0

( ) ( )

( ) ( )

jk t
k

k

jk t

j

k

k

k

y t a H e

y t a H

e

jk e ω

ω ω

ω

∞

=−∞

∞

=−∞

=

=

∑

∑应改为

P177     第10行 原来是 h[n]=1/N+M+1
h[n]=1/ N( +M+1)应改为

第11行 原来是
1( )

1
1( )

1

M
j j k

k N
M

j j k

k N

H e e
N M

H e e
N M

ω ω

ω ω−

=−

=−

=
+ +

=
+ +

∑

∑
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P178   第8行 原来是:
/ 2

/ 2

1( ) [1 ] sin( / 2)
2

1( ) [1 ] sin( / 2)
2

j j j

j j j

H e e je

H e e je

ω ω ω

ω ω ω

ω

ω− −

−− =

− ==应改为

作业：

P181    题3.19

P238     题4.1   (b)

题4.2   (b)
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0

0

( )

1 ( )

jk t
k

k

jk t
k T

x t a e

a x t e dt
T

ω

ω

+∞

=−∞

−

=

=

∑

∫

0

0

[ ]

1 [ ]

jk n
k

k N

jk n
k

n N

x n a e

a x n e
N

ω

ω

=

−

=

=

=

∑

∑

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

∞

=−∞

= ∑ 0
0( ) ( ) jk t

k
k

y t a H jk e ωω
∞

=−∞

= ∑

0[ ] jk n
k

k N
x n a e ω

=

= ∑ 0 0[ ] ( )jk jk n
k

k N
y n a H e eω ω

=

= ∑

( ) ( ) , ( ) [ ]s k

k
H s h e d H z h k zττ τ

∞∞ − −

−∞
=−∞

= = ∑∫

系统

系统

当s 和z 为一般复数时

当 时，, js j z e ωω= =

( ) ( ) , ( ) [ ]j j j n

k
H j h e d H e h k eωτ ω ωω τ τ

∞∞ − −

−∞
=−∞

= = ∑∫

——称系统函数

—称系统频率响应
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3.9  滤波——应用举例

滤波——改变一个信号中各频率分量的相对大小，或全部消除某些频率分量

这样一种过程称为滤波。

因为，一个LTI系统输出的傅里叶级数系数就是输入的这些系数乘以该系统的

频率响应。因此，恰当地选取系统的频率响应，利用LTI系统能方便地实现滤

波。

3.9.1    频率成形滤波器——用于改变频谱形状的线性时不变系统,称为频率成形滤

波器。

例如：均衡滤波器、微分滤波器等

0
0( )( ) j

k
k

k ty t a eH jk ωω
+∞

=−∞

= ∑

用CCD测量物体直径时

CCD物体

光线

边缘

0
-

+
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3.9.2    频率选择性滤波器——无失真传输某些频率分量，而显著地衰减或消除
另一些频率分量的系统称为频率选择性滤波器. 例如：低通、高通、带通等.

（在许多应用中，频率选择性滤波器，是用线性常系数微分或差分方程所描述
的LTI系统来实现）

3.10    用微分方程所描述的连续时间滤波器举例

+   

R

C
+
-

( )Su t ( )cu t

( )ru t+ −

图中 为输入。它既能实现低通滤波，也能实现高通滤波，这取决于什

么作为输出信号。

1、当取 作输出时，可得

( )Su t

( )cu t ( ) ( ) ( )c
c s

du tRC u t u t
dt

+ = （3.141)

为了确定频率响应 ,定义在输入电压 时,输出电压一定

是 , 代入上式得
( )H jω ( ) j t

su t e ω=
( ) ( ) j t

cu t H j e ωω=

3.10.1   简单RC低通滤波器
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[ ( ) ] ( )

( ) ( )
1( )

1
1( )

1

j t j t

j t j t j t

j t j t

dR C H j e H j e
d t

R C j H j e H j e e

H j e e
R C j

H j
R C j

ω ω

ω ω ω

ω ω

ω ω

ω ω ω

ω
ω

ω
ω

+

= + =

=
+

=
+

由此可得

则有

2

1( )
1 ( )

H j
RC

ω
ω

=
+

1tan RCφ ω−= −

这是输入

ω

ω

低通
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3.10.2   简单RC高通滤波器——当将输出取电阻两端电压时,有

( )( ) ( ) sr
r

du tdu tRC u t RC
dt dt

+ =

若取 ,那么一定有( ) j t
su t e ω=

( ) ( ) j t
ru t G j e ωω=

(3.148)

将它们代入上式,得

( )
1

j RCG j
j RC

ω
ω

ω
=

+

( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( )

c
c s

s r
s r s

duRC u u t
dt
d u t u tRC u t u t u t

dt

+ =

−
+ − =

得

因为

( ) ( )j t j t j tRCj G j e G j e RCj eω ω ωω ω ω ω+ =

ω

ω

+   

R

C
+
-

( )Su t ( )cu t

( )ru t+ −

1
2
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3.11 用差分方程描述的离散时间滤波器举例

由于离散时间系统能有效地用专用或通用数字系统来实现,因此由差分方程描述的

滤波器在实际中被广泛地采用。由差分方程描述的离散时间LTI系统可以是递归

的，从而具有无限长单位脉冲响应（IIR系统）；又能是非递归的，从而具有有
限长单位脉冲响应（FIR系统）。——这一节只限于递归与非递归滤波器的几个
简单例子。

3.11.1  一阶递归离散时间滤波器

一阶递归离散时间滤波器——是由一阶差分方程所描述的LTI系统

[ ] [ 1] [ ]y n ay n x n− − =
根据复指数信号的特征函数性质知道，若

将这些代入(3.151)式,得

[ ] [ ] ( )j n j j nx n e y n H e eω ω ω= =则

系统的

频率响应

（3.151)

( 1)( ) ( )
[1 ] ( )

1( )
1

j j n j j n j n

j j j n j n

j
j

H e e aH e e e
ae H e e e

H e
ae

ω ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω
ω

−

−

−

− =

− =

=
−

当 a = 0.6 和 a = - 0.6 时的模和相位如图3.34 所示.
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( )jH e ω由图可见：

1、对于正的a ,差分方程表现为一个低通滤波器;

2、对于负的a ，该系统为一个高通滤波器。

（这里 a 控制了该滤波器通带的宽度，

随着 的减少，带宽愈宽。）a

a = 0.6

a = -0.6
高通

低通

具有无限长单位脉冲响应
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3.11.2  非递归离散时间滤波器

一个FIR非递归差分方程的一般形式为

[ ] [ ]
M

k
k N

y n b x n k
=−

= −∑
这就是输出 y [n] 是 x [n-M] 到 x [ n +N ] 的(N+M+1)个值的加权平均,其加权系数

为 。

这种滤波器常用的一个例子是移动平均滤波器，这时在任意n （比如 ）的

输出y [n] ，是在 点附近 x [n] 的平均。——它的基本思想就是局部平均，把
输入中的高频分量平均掉，而低频部分得到保留（响当于将原始序列作平滑或低
通滤波）。

例：一个三点移动平均滤波器，其形式为

每一个输出y [n] 是三个连续输入值的平均。这时

kb
0n

0n

1[ ] ( [ 1] [ ] [ 1])
3

y n x n x n x n= − + + +

1[ ] [ [ 1] [ ] [ 1]]
3

h n n n nδ δ δ= − + + +

根据（3.122)式,相应的频率响应为
1 1( ) [ 1 ] (1 2cos )
3 3

j j jH e e eω ω ω ω−= + + = +

( ) [ ]j j n

n
H e h n eω ω

+∞
−

=−∞

= ∑

[ ] [ 1] [ 1]x n n x nδ∗ − = −
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图3.35 为 的模。( )jH e ω

作为这类滤波器的一般化,

可以考虑在N+M+1个点上求平均,即
1[ ] [ ]

1

M

k N
y n x n k

N M =−

= −
+ + ∑

相应的单位脉冲响应就是一个矩形脉冲,即
1/( 1) ,

[ ]
0

N M N n M
h n

+ + − ≤ ≤
= 

 ,  其余 n

1

-N                M  n

1[ ] [ [ ].... [ ] ..... [ ]]
1

1 [ ]
1

M

K N

h n n N n n M
N M

n K
N M

δ δ δ

δ
=−

= + + + −
+ +

= −
+ + ∑

1/( 1)N M+ +
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该滤波器的频率响应为
1( ) [ ]

1

M
j j n j k

n k N
H e h n e e

N M
ω ω ω

∞
−

=−∞ =

−

−

= =
+ +∑ ∑

( )

0 0

( 1)

( 1) / 2 ( 1) / 2 ( 1) / 2

/ 2 / 2 / 2

[( ) / 2]

1 1( )
1 1

1 1 ( )
1 1

1 ( )
1 ( )

1 sin[ ( 1) / 2]
1 sin( / 2)

M N M N
j j m N j N j m

m m
j M N

j N
j

j M N j M N j M N
j N

j j j

j N M

H e e e e
N M N M

ee
N M e

e e ee
N M e e e

M Ne
N M

ω ω ω ω

ω
ω

ω

ω ω ω
ω

ω ω ω

ω ω
ω

+ +
− − −

= =

− + +

−

− + + + + − + +

− −

−

= =
+ + + +

−
=

+ + −
−

=
+ + −

+ +
=

+ +

∑ ∑

利用调节平均窗口N+M+1的大小,就可改变截止频率。

例如：

对于M+N+1=33和65  (即M=N=16和M=N=32)  时， 的模如图3.36所示( )jH e ω

令 m = k+N得
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N=M=16

N=M=32
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非递归滤波器也能实现高通滤波:

例如：考虑以下差分方程：

[ ] [ 1][ ]
2

x n x ny n − −
=

当输入信号近似不变时， y [n] 的值就接近于0  。对于从一个样本到另一个样本

变化很大的输入信号来说，可以预期 y [n] 会有较大的输出值。因此，上式所描

述的系统近似为一个高通滤波器。

为了更详细地看出这一点，可考虑系统的频率响应。这时，

{ }1[ ] [ ] [ 1]
2

h n n nδ δ= − −

再利用（3.122)式,可得
/ 2 / 2

/ 2 / 21 ( )( ) (1 ) sin( / 2)
2 2

j j
j j j je eH e e je je

j

ω ω
ω ω ω ω ω

−
− − −−

− = ==

图3.37画出了 的模特性.( )jH e ω

( ) [ ]j j n

n
H e h n eω ω

+∞
−

=−∞

= ∑
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小结：

1、复指数信号是LTI 系统的特征函数；

2、任何具有实际意义的周期信号都可以表示成一个傅立叶级数（即成谐波关

系的复指数信号的加权和，并与被表示的信号具有相同的周期）；

3、若一个周期信号加到一个LTI系统上，则输出也一定是周期的，并与输入信

号的周期相同。

0( ) jk t
k

k
x t a e ω

∞

=−∞

= ∑ 0
0( ) ( ) jk t

k
k

y t a H jk e ωω
∞

=−∞

= ∑

0[ ] jk n
k

k
x n a e ω=∑ 0 0[ ] ( )jk jk n

k
k

y n a H e eω ω= ∑

系统

系统

4、介绍了一个重要的应用——滤波
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书中一些错的地方：

P214      式（4.25) ( ) ( )

( ) ( )

j t

j t

X j x t e d

X j x t e dt

ω

ω

ωω

ω

∞ −

−∞

∞ −

−∞

=

=

∫
∫

P219      第4行 ( / ) ( / )

( / ) ( / )

1 1( ) ( )

1 1( ) ( )

j a j a

j a j a

x e d x e d
a a

x e d x e d
a a

τω ω

ω ω τ

τ τ τ τ

τ τ τ τ

∞ ∞− −

−∞ −∞

∞ ∞− −

−∞ −∞

 
  
 
 − −
  

∫ ∫

∫ ∫
应改为

应改为

P220     倒数第2、4、6行及P221  第1行中的 2 t te e− −
应改为
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第四章

连续时间傅里叶变换

周期信号和非周期信号
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4.0  引言

在第三章讲述了周期信号可用复指数信号的线性组合来表示,在
这一章将把这一概念推广应用到非周期信号中去.

4.1      非周期信号的表示:连续时间傅里叶变换

4.1.1    非周期信号傅里叶变换表示的导出

非周期信号的复指数信号表示(即信号的傅里叶变换)：

其基本思想是把一个非周期信号当作一个周期信号在周期趋向

无穷大时的极限看待,并去研究这样的周期信号的傅里叶级数表示

式的极限情况。

1、先看一个连续时间周期方波信号，周期为T。在一个周期内

1

1

1 ,
( )

0 , / 2
t T

x t
T t T

 <=  < <
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由例3.5可知,该信号的傅里叶系数 为ka

1
0 0

1

0

1 0 1

10 0

1

2sin( )1 1( )

2sin

T jk t jk t
k T

k
k

T k Ta x t e dt e
TT jk T k T

TTa

ω ω

ω ω

ω
ω ω

ω
ω

− −

−

=

= = − =
−

=

∫

即

这就是说,若将 看作一个连续的变量,则函数 就

代表 的包络。而且，若 固定，则 的包络就与T无关。

见图4.2

ω 1(2sin ) /Tω ω

kTa 1T kTa

-3T    -2T    -T             T      2T     3T     t1T−
1T

1

( )x t
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由图可见，随着T增加，
该包络就被以愈来愈密集
的间隔采样。随着T变得
任意大，原来的周期方波

就趋近于一个矩形脉冲。

与此同时，傅里叶级数系
数作为包络上的样本也变
得愈来愈密集，这样从某
种意义上说，随着

傅里叶级数系数就趋近于

这个包络函数 ( 因为

,当

时,                   )。

这说明，可以把非周期

信号当作周期信号在周期

任意大时的极限来看待。

T → ∞

0 2 /Tω π= T → ∞
0 0ω →

T 14T T=

18T T=

116T T=

0
2k k
T
π

ω ω= =
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1( ) 0 ,x t t T= >

( )x t
∼

延拓构成的周期信号满足

1 1( ) ( ) , 2

( ) lim ( )
T

x t x t t T T T

x t x t
→∞

= ≤ >

=

∼

∼

和

以及

2、再看一个信号 x ( t )  ,它具有有限持续期，即满足：

如图4.3 (a）所示。将x ( t )进行周期延拓,构成一个周期信号 ,

如(b)所示。
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将 展开成傅里叶级数有

%

%

0

0

0

/ 2

/ 2

( ) , 2 /

1 ( )

jk t
k

k

T jk t
k T

x t a e T

a x t e dt
T

ω

ω

ω π
∞

=−∞

−

−

= =

=

∑

∫

(4.3)

(4.4)

由于
%( ) , / 2( )
0

x t t Tx t
 <= 
 其余

所以(4.4)可重写为

0 0
/ 2

/ 2

1 1( ) ( )
T jk t jk t

k T
a x t e d t x t e d t

T T
ω ω∞− −

− − ∞
= =∫ ∫

因此,定义 的包络 为kTa ( )X jω

0
0

( ) ( )

1 1( ) ( )

j t
k

k k

X j Ta x t e dt

a X j X jk
T T

ω

ω ω

ω

ω ω

+∞ −

−∞

=

= =

= =

∫
(4.6)      代入（4.3）可得

(4.5)

%( )x t

称x(t)的傅立叶变换式
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将(4.6)代入(4.3)式得 0

0

0

0 0

1( ) ( )

1( ) ( )
2

jk t

k

jk t

k

x t X jk e
T

x t X jk e

ω

ω

ω

ω ω
π

+∞

=−∞

+∞

=−∞

=

=

∑

∑

∼

∼
因为 ,所以0 2 /Tω π=

随着 (  即 ) ,   则 ,  因此有

0

0 0

0

0 00 0

0 ( ) ( )
1( ) lim ( ) lim ( ) lim ( )

2
jk t

T k

T x t x t

x t x t x t X jk e ω

ω ω

ω

ω ω
π

+∞

→∞ → →
=−∞

→ ∞ → →

= = = ∑

∼

∼ ∼

根据微积分知识,上式中无穷项累加的极限可以取积分形式,即

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= ∫

上式（4.8）和(4.5)式一起称为傅里叶变换对。现重写于下：

（4.8） 称傅立叶反变换式
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1( ) ( )
2

( ) ( )

j t

j t

x t X j e d

X j x t e dt

ω

ω

ω ω
π

ω

+∞

−∞

+∞ −

−∞

=

=

∫

∫

傅里叶变换对为

函数 称为x ( t )的傅里叶变换或傅里叶积分，——也称x(t)的频谱

4.1.2   傅里叶变换的收敛

与周期信号的傅里叶级数一样,傅里叶变换对相当广泛的一类信号,特别是对

一些实际有用的信号是适用的但并不是对所有信号都适用。傅里叶变换也存在

着两组收敛条件。

下面将考虑

令 为傅里叶反变换得到的信号，即

( )X jω

称为傅里叶反变换式

称为傅里叶变换式

( )x t
∧

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

∧ +∞

−∞
= ∫

( ) ( )Fx t X jω←→可表示为

（4.9)
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( ) ( ) ( )e t x t x t
∧

= −

1、若x ( t )能量有限，即x ( t )平方可积
2

( )x t dt
+∞

−∞
< ∞∫

则x ( t )的傅里叶变换存在。
2( ) 0e t dt

+∞

−∞
=∫

其中

如果以上两点成立，则虽然 x ( t )和 在个别点上或许有明显的不同但是在

能量上没有任何差别。

2、傅里叶变换还有另一组条件——狄里赫利条件。

( )x t
∧

1)

2)

狄里赫利条件为：

1）、x ( t )绝对可积，即 ( )x t dt
+∞

−∞
< ∞∫

2）、在任何有限区间内， x ( t )只有有限个最大值和最小值。

2( )
T

x t dt < ∞∫

( )
T

x t d t < ∞∫

傅立叶级数时

傅立叶级数时
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4.1.3   连续时间傅里叶变换举例

例4.1        求信号 的傅里叶变换。

解：由傅立叶变换式,可得

( ) ( ) 0atx t e u t a−= >

( )

0 0

( )

0

( ) ( )

1 1

j t at j t a j t

a j t

X j x t e dt e e dt e dt

e
a j a j

ω ω ω

ω

ω

ω ω

+∞ +∞ +∞− − − − +

−∞

∞− +

= = =

= − =
+ +

∫ ∫ ∫

是单边指数信号

3）、在任何有限区间内，x ( t )有有限个不连续点，并且在每个不连续点都必须
是有限值。
从该收敛条件可以得出，本身是连续的或者只有有限个不连续点的绝对可积
信号一般都存在傅里叶变换。

注意：这两组条件给出的是：一个信号存在傅立叶变换的充分条件，不是必要条

件。因此在下一节会看到一些既不绝对可积又不具备平方可积的周期信号

也可以具有傅立叶变换。

这样就有可能把傅立叶级数和傅立叶变换纳入到一个统一的框架内。
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这个傅里叶变换是复数,其模和相位为

2 2

1

1( )

( ) tan ( )

X j
a

X j
a

ω
ω

ω
ω −

=
+

= −S

注意：这谱线是连续的
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例4.2     求信号 ， 的傅里叶变换。

解：

( ) 0a tx t e a−= >
0

0

2 2

( )

1 1 2

a t j t at j t at j tX j e e dt e e dt e e dt

a
a j a j a

ω ω ωω

ω ω ω

+∞ +∞− − − − −

−∞ −∞
= = +

= + =
− + +

∫ ∫ ∫

这时 是实数。如图4.7所示。( )X jω

图4.7    信号的傅里叶变换

图4.6

a− a ω

t
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例4.3    求单位冲激函数的傅里叶变换

解:
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 1j t

x t t

X j t e dt t dtω

δ

ω δ δ
+∞ +∞−

−∞ −∞

=

∴ = = =∫ ∫
∵

这就是说,单位冲激函数的频谱在所有频率上都是相同的.

1

ω

( )X jω



 

 

 

277

例4.4  考虑下面矩形信号 1

1

1 ,
( )

0 ,
t T

x t
t T

 <=  >
如图4.8(a)所示,求它的傅里叶变换。

解：
1

1 1

1

1

1

1 1

1

1 1

11

1
1 1

1

sin[ sin ( )

sin( )sin( ) sin

1 1( ) ( )

sin sin2 2 2 sin ( )

( )]

T j Tj t j t j T

T

T
X j e dt e e e

Tj j
T T TT T c

T

c

T
T TcTT

ωω ω ω

πθ
θ

πθ
ω πω ωπ

ωω π

ω
ω ω

ω ω ω
ω ω π

π
π

−− −

−

=

∴ =

= = = −
−− −

=

=

= =

∫

∵

1

sinc函数
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例4.5  已知信号的傅里叶变换为

1 ,
( )

0 ,
W

X j
W

ω
ω

ω
 <=  >

求 x ( t )

解:利用综合公式可得
1 1( ) ( )

2 2
1 1 ( )

2 2
sin sin sin ( )

Wj t j t

W

Wj t jWt jWt
W

x t X j e d e d

e e e
jt jt
W t W W t W W tc
t W t

ω ω

ω

ω ω ω
π π

π π

π π π π

∞

−∞ −

−

−

= =

= = −

= = =

∫ ∫

如图4.9( b )所示

(4.19)

(4.18)

ω
-W        W

1

( )X jω
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比较例4.4和例4.5可发现:

1、傅里叶变换对都是形式为 的函

数和一个矩形脉冲所组成。（在例4.4中信号是

脉冲;在例4.5中变换 是一个脉冲.)这

种特殊关系，显然是傅里叶变换具有对偶性的

一个直接结果。

2、 的函数形式在分析及LTI系统

的研究中具有特殊的重要作用，因此往往给予

它特别的名称和符号。通常将

定义为 称为抽样函数

称为 函数

(sin ) /a bθ θ

( )X jω

(sin ) /a bθ θ

sin / ( )x x Sa x

sin / sin ( )x x c xπ π =

显然,                   就是将 的自变量作尺

度变换的结果，或者说是以 作为因子进行

归一的结果。

sin c

sin ( )c x ( )Sa x
π

sin( ) sin ( )W Wt W Wtx t c
Wtπ π π

= =

1
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3、W对信号和频谱的影响

1）、当W增大时：
( )X jω• 变宽；

• x ( t )在时域被压缩，其主

瓣（即 部分）

变得愈来愈窄；

•主瓣的幅度则变得愈来愈大

2）、当 的极限下

/t Wπ<

W → ∞
( ) 1,X jω ω= −∞ < < ∞

（见例4.3）

将表现为一个冲激

函数。

( )x t
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1
1( ) 2 sin ( )F Tx t T c ω

π
←→sin ( ) ( )FWtc X j

W
π

ω
π

←→

1 1

12T 12T

1W T=设

相差 2π
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4.2 周期信号的傅里叶变换

我们已经知道,满足收敛条件的周期信号可以用傅里叶级数来表示;非周期信号

可以用傅里叶变换来表示。这虽然解决了周期信号与非周期信号如何在频域分解

的问题，但不同的表示方法总会给我们造成某些不便。如果能将它们统一起来，

无疑将会给我们带来许多便利。由于任何周期信号都不满足绝对可积的条件，因

此不可能按照傅里叶变换的定义去建立周期信号的傅里叶变换。所幸的是，狄里

赫利条件只是傅里叶变换存在的充分条件。

我们将会看到有些信号尽管不满足这些条件，但它们的傅里叶变换依然存在，

因此建立周期信号的傅里叶变换表示是可能的。

例：求直流信号的傅里叶变换

( ) 1 ,x t t= −∞ < < ∞
解：它可以看作是双边指数函数 中 的极限情况，即( ) 0a tx t e a−= →

0
( ) lim 1a t

a
x t e −

→
= =

不满足绝对可积的条件



 

 

 

283

已知双边指数函数的傅里叶变换为
0

1 0

2 2

( )

1 1 2

a t j t at j t at j tX j e e dt e e dt e e dt

a
a j a j a

ω ω ωω

ω ω ω

+∞ +∞− − − − −

−∞ −∞
= = +

= + =
− + +

∫ ∫ ∫

当 时，有0a →

1 2 20 0

0 , 02lim ( ) lim
, 0a a

aX j
a

ω
ω

ωω→ →

≠
= = ∞ =+ 

并且 2 20 0 2

0

2 2lim lim ( )
1 ( )

lim 2 ( ) 2

a a

a

a d d
a a

a

arctg
a

ω
ω

ωω

ω
π

∞ ∞

−∞ −∞→ →

∞

−∞→

=
+ +

= =

∫ ∫

由此可知：在 处存在一个冲激强度为2      的冲激函数，即0ω = π

——存在一个冲激
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10
( ) lim ( ) 2 ( )

a
X j X jω ω πδ ω

→
= =

直流信号及其频谱如下图所示

例：考虑一个信号x ( t ),其傅里叶变换 是一个面积为 ，出现在( )X jω 2π

0ω ω= 处的单独的一个冲激，即 0( ) 2 ( )X jω πδ ω ω= −
求 x( t )

解：由傅里叶反变换公式得

0
0

1( ) ( )
2

1 2 ( )
2

j t

j tj t

x t X j e d

e d e

ω

ωω

ω ω
π

πδ ω ω ω
π

+∞

−∞

+∞

−∞

=

= − =

∫

∫
即： 0

02 ( )j t Fe ω πδ ω ω←→ −

(2 )π

( )X jω

ω0

( )x t

1

0                 t

21 ( )F πδ ω←→ ( ) 1Ftδ ←→
注意：

0ω

2π

1 2 ( )F πδ ω←→
频移性
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将上面结果加以推广，

0( ) 2 ( )k
k

X j a kω π δ ω ω
+∞

=−∞

= −∑0( ) jk t F
k

k
x t a e ω

+∞

=−∞

∴ = ←→∑
可以看出:      周期信号可以用傅里叶变换来表示,它由频域中一组等间隔的冲

激函数线性组合而成,每个冲激的强度等于响应的傅里叶级数系数 的 倍。

也可用傅立叶反变换来验证:

2ka π

0
02 ( )j t Fe ω πδ ω ω←→ −因为

0 0

0

0

1( ) ( )
2
1 2 ( )

2

( )

j t

j t
k

k

jk t jk t
k k

k k

x t X j e d

a k e d

a e k d a e

ω

ω

ω ω

ω ω
π

π δ ω ω ω
π

δ ω ω ω

+∞

−∞

∞∞

−∞
=−∞

∞ ∞∞

−∞
=−∞ =−∞

=

= −

= − =

∫

∑∫

∑ ∑∫

∵



 

 

 

286

例4.6  考虑图4.1的方波信号,傅里叶级数系数为

因此,该信号的傅里叶变换为

0 1
0 0

2sin( ) 2 ( ) ( )k
k k

k TX j a k k
k

ω
ω π δ ω ω δ ω ω

+∞ +∞

=−∞ =−∞

= − = −∑ ∑

如图4.12所示（图对应于 画出)14T T=

0 1 0 1

0

2sin( ) sin
k

k T k Ta
k T k

ω ω
ω π

= =
-2T -T    T  2T 3T  t

1

( )x t
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例4.7   

1、设x ( t )为
0 0

0
1( ) s i n ( )

2
j t j tx t t e e

j
ω ωω −= = −

该信号的傅里叶级数系数为
1 1

1 1
2 2
0, 1k

a a
j j

a k

−
 = = −

 = ≠ ±

因此,其傅里叶变换为：

0

1 0 1 0

0

0

0 0

0

0

( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( )
1 12 ( ) 2 ( )

2 2

( ) ( )

[ ( ) ( )]

k
k

X j a k

a a

j j

j j

j

ω π δ ω ω

π δ ω ω π δ ω ω

π δ ω ω π δ ω ω

π π
δ ω ω δ ω ω

π
δ ω ω δ ω ω

+∞

=−∞

−

= −

= − + +

= − − +

=

− −

+

+

− −

=

∑

见图4.13（a）
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2、设信号为 0 0
0

1( ) cos ( )
2

j t j tx t t e eω ωω −= = +

它的傅里叶系数为 1 1
1
2

0 , 1k

a a

a k

−
 = =

 = ≠ ±

该信号的傅里叶变换为

0

1 0 1 0

0 0

0 0

( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( )
( ) ( )

[ ( ) ( )]

k
k

X j a k

a a

ω π δ ω ω

π δ ω ω π δ ω ω
π δ ω ω πδ ω ω

π δ ω ω δ ω ω

∞

=−∞

−

= −

= − + +

= − + +

= − + +

∑

见图4.13(b)
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例4.8    设信号是周期为T的周期冲激串

( ) ( )
k

x t t kTδ
+∞

=−∞

= −∑
求：它的傅里叶变换

解: 选取积分区间为 ,则傅里叶系数为/ 2 / 2T t T− ≤ ≤

0
/ 2

/2

1 1( )
T jk t

k T
a t e dt

T T
ωδ −

−
= =∫

这就是说,周期冲激串的每一个傅里叶系数都有相同的值1/T。

该信号的傅里叶变换为
0( ) 2 ( )

2 2( )

k
k

K

X j a k

k
T T

ω π δ ω ω

π π
δ ω

+∞

= −∞

+∞

= −∞

= −

= −

∑

∑

可见，在时域周期为T的周期性冲激串的傅里叶变换，在频域是一个周期为

的周期冲激串。

2 /Tπ
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4.3  连续时间傅里叶变换性质——（见P233页表4.1)

讨论这些性质的目的在于:

1、通过它们深刻揭示信号在时域的描述与其在频域的描述之间的关系。

2、简化傅里叶变换或反变换的求取。

3、由于一个周期信号的傅里叶级数和傅里叶变换表示之间存在着密切关系，利

用这一关系就能把傅里叶变换的性质直接转移到对应的傅里叶级数性质中去。

为了方便，我们常常用 表示 ；用 表示 。

或者将傅里叶变换对表示为

{ }( ) ( )F x t X jω { }1 ( ) ( )F X j x tω−

( ) ( )Fx t X jω←→
4.3.1  线性

若 ( ) ( ) , ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

F F

F

x t X j y t Y j
ax t by t aX j bY j

ω ω

ω ω

←→ ←→

+ ←→ +

1( ) ( ) ( ) ( )
2

j t j tx t X j e d X j x t e dtω ωω ω ω
π

+∞ +∞ −

−∞ −∞
= =∫ ∫
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证明:   设信号z ( t ) = a x ( t ) + b y ( t )   ,则该信号的傅里叶变换为

( ) ( ) [ ( ) ( )]

( ) ( )

( ) ( )

j t j t

j t j t

Z j z t e dt ax t by t e dt

ax t e dt by t e dt

aX j bY j

ω ω

ω ω

ω

ω ω

+∞ +∞− −

−∞ −∞

+∞ +∞− −

−∞ −∞

= = +

= +

= +

∫ ∫
∫ ∫

即得 ( ) ( ) ( ) ( )Fax t by t aX j bY jω ω+ ←→ +

4.3.2   时移性质

若 ( ) ( )Fx t X jω←→

0
0( ) ( )j tFx t t e X jω ω−− ←→则有

证明: 1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= ∫∵

在该式中以 取代 t , 可得0t t−
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0 0( )
0

1 1( ) ( ) [ ( )]
2 2

j t t j t j tx t t X j e d e X j e dω ω ωω ω ω ω
π π

+∞ +∞− −

−∞ −∞
− = =∫ ∫

{ } 0

0

0

0

( ) ( )

( ) ( )

j t

j tF

F x t t e X j

x t t e X j

ω

ω

ω

ω

−

−

− =

− ←→

所以得

或者

这个性质表明:信号在时间上移位,并不改变它的傅里叶变换的模;即若将

用极坐标表示

( )X jω

{ } ( )( ) ( ) ( ) j X jF x t X j X j e ωω ω= = S

那么

{ } 0 0[ ( ) ]
0( ) ( ) ( )j t j X j tF x t t e X j X j eω ω ωω ω− −− = = S

可见,信号在时间上的移位只是在它的变换中引入相移 (即 ) ,该相移与频率

成线性关系。

0tω−
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例4.9   已知信号如图4.15(a)所示,求它的傅里叶变换。
解: 信号x ( t )可认为是由图(b) 的 和

图 ( c )的 经右移2.5后线性组合而成。

即

图4.15

1 22.5)1 2.5( ) ( ( )
2

x t x t x t= − + −

1( )x t
2( )x t

因为矩形脉冲信号的傅里叶变换为
1/2 1/2

1 1 1/21/2

/2 /2
/2 /2

2

1( ) ( )

1 2 ( )( )
2

2 sin( /2)

2 sin(3 /2)

j t j t

j j
j j

X j x t e dt e
j

e ee e
j j

X

ω ω

ω ω
ω ω

ω
ω

ω ω

ω
ω

ω
ω

− −

−−

−
−

= =
−

−
= − =

−

=

=

∫
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利用傅里叶变换的线性和时移性质,可得
5 / 2

1 2 1 2

5 / 2

1 1( ) ( 2.5) ( 2.5) ( ) [ ( ) ( )]
2 2

sin( / 2) 2sin(3 / 2)( )

F j

j

x t x t x t X j e X j X j

X j e

ω

ω

ω ω ω

ω ω
ω

ω

−

−

= − + − ←→ = +

+ =  
 

4.3.3  共轭及共轭对称性

1、共轭性质指，若 ( ) ( )
*( ) *( )

F

F

x t X j
x t X j

ω

ω

←→

←→ −则有

证明： ( ) ( )

* ( ) [ ( ) ]* * ( )

j t

j t j t

X j x t e dt

X j x t e dt x t e dt

ω

ω ω

ω

ω

+∞ −

−∞

+∞ +∞−

−∞ −∞

=

= =

∫
∫ ∫

∵

上式取共轭，得

以 替代 ，得ω ω− *( ) *( ) j tX j x t e dtωω
+∞ −

−∞
− = ∫

（4.28)

(4.29)

上式即为 *( ) *( )Fx t X jω←→ −
#证毕

即
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2、 共轭对称性

1）若x ( t )为实函数,即有 ( ) * ( )x t x t=

而由(4.29)式,可得 *( ) (*( ()) )j t j tX j X jx t e dt x t e dtω ωω ω
+∞ +∞− −

−∞ −∞
=− = =∫ ∫

可见,此时 [x ( t ) 为实函数]( ) *( )X j X jω ω= −

所以说,当 x ( t )为实函数时,                    具有共轭对称性.

2）进一步分析（4.30)式：如果将 用直角坐标表示,即

( )X jω
( )X jω

{ } { }( ) ( ) Im ( )X j e X j j X jω ω ω= ℜ +
• 若x ( t )为实函数，则有

{ } { }

( ) ( ) ( )[cos sin ]

( ) cos ( )sin ( ) Im ( )

j tX j x t e dt x t t j t dt

x t tdt j x t tdt e X j j X j

ωω ω ω

ω ω ω ω

+∞ +∞−

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

= = −

= − =ℜ −

∫ ∫
∫ ∫

（4.30)用 替换 得

(也可看成是对上式两边取共轭得到)

ω ω− ( ) *( )X j X jω ω− =
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{ }

{ }

( )

Im

( )co

( ) ( )si

s

n

e X j

X j x t

x t

tdt

tdtωω

ω ω

+∞

−∞

+∞

−∞

ℜ =

=

∫
∫

即

{ } { }

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[cos sin ]

( ) Im ( )

j t j jx t e dt x e d x e d X j

X j x j d

e X j j X j

ω ω τ ω ττ τ τ τ ω

ω τ ωτ ωτ τ

ω ω

+∞ +∞ +∞− − − − −

−∞ −∞ −∞

+∞

−∞

− = = = −

− = +

= ℜ − − −

∫ ∫ ∫
∫

即 { }

{ }

( )

Im ( ) ( )s n

(

i

)e X j

X

x c

j x t

n d

d

o tτ ω τω

ω τ ω τ

+

−

+∞

−

∞

∞

∞

ℜ − =

− = −

∫
∫

可见此时 { } { }
{ } { }

( ) ( )

Im ( ) Im ( )

e X j e X j

X j X j

ω ω

ω ω

ℜ = ℜ −

= − −

由上式可知,傅里叶变换的实部是频率的偶函数;而虚部则是频率的奇函数。因
此，当欲计算一个实值信号的傅里叶变换时，只需求出 时的值就可以了。0ω >

设 tτ = −
• x (-t)的傅立叶变换为：
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0ω < 时的值，可利用上面导出的关系，直接从 时的值得出。

• 若x ( t )不仅为实函数，而且是偶函数

0ω >

( ) ( ) j tX j x t e dtωω
+∞ −

−∞
= ∫根据信号傅里叶变换，可写出

用 替换，可得tτ = − ( ) ( ) jX j x e dωτω τ τ
+∞

−∞
= −∫

因为是偶函数， 即 ( ) ( )x xτ τ= −

所以有 ( )( ) (( ) ( ))j jx e dX j Xd jx eωτ ω ττ τ τ τω ω
+∞ +∞ − −

−∞ −∞
= = = −∫ ∫

即此时 为偶函数。

由共轭对称性可知，实函数有

( )X jω
( ) *( )X j X jω ω− =

所以得 ( ) *( )X j X jω ω=

( )X jω

是实函数

是偶函数

即 为实、偶函数。
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• 若x ( t )为实、奇函数

( ) ( )

( ) si( ) co ns

j tX j x t e dt

j x t tdx t tdt t

ω

ω

ω

ω
∞

−

+∞ −

−∞

∞

−∞∞

=

= −∫
∫

∫

∵

而x ( t )为实、奇函数。所以上式等号右边第一项等于零，即变为

( ) ( )sinX j j x t tdtω ω
+∞

−∞
= − ∫

可见，此时 是纯虚且为奇函数。

3、当实函数x ( t )用奇、偶函数来表示时

若一个实函数用其偶部和奇部表示，即

( )X jω

{ }

{ }

( ) ( ) ( )
1( ) ( ) [ ( ) ( )]
2
1( ) ( ) [ ( ) ( )]
2

e o

e v

o d

x t x t x t

x t E x t x t x t

x t O x t x t x t

= +

= = + −

= = − −

其中
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根据傅里叶变换的线性性质，有

{ } { } { }
{ } { }

( ) ( ) ( )

Re ( ) Im ( )
e oF x t F x t F x t

X j j X jω ω

= +

= +

因为， 是一个实、偶函数，所以 也是一个实偶函数；

因为， 是一个实、奇函数，所以 是一个纯虚函数。

于是可得出以下结论：

( )ex t { }( )eF x t
( )ox t { }( )oF x t

{ } { }
{ } { }
{ } { }

( ) ( ) ( ) Im ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) Im ( )

F

F
e v

F
o d

x t X j e X j j X j

x t E x t e X j

x t O x t j X j

ω ω ω

ω

ω

←→ = ℜ +

= ←→ℜ

= ←→

也就是说，一个实函数的频谱的实部是由其偶部贡献；而频谱的虚部是由其奇部

贡献。上述结果，完全适用于周期信号的傅里叶级数。
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例4.10     已知信号

应用共轭对称性来求它的傅里叶变换.

解:   因为信号 的傅里叶变换为

( ) , 0a tx t e a−= >

1( ) ( )atx t e u t−=
( )

1 0 0

( )

0

( )

1 1

at j t a j t

a j t

X j e e d t e d t

e
a j a j

ω ω

ω

ω

ω ω

+∞ + ∞− − − +

∞− +

= =

= − =
+ +

∫ ∫

又因为,

{ }
( ) ( ) ( )

( )( ) 2 2( )[ ] ( )
2

a t at at

at
at

v

at

x t e e u t e u t
e u tx t Ee tt e uu

− −

−
−

= = + −

+
=

−
=

因为 是实值函数,由对称性质可导得( )ate u t−

{ } { }1

2 2

1( ) ( )

2( ) 2
( )( )

Fat
v e eE e u t X j

a j

a j aX j e
a j a j a

ω
ω

ω
ω

ω ω ω

−  
←→ℜ = ℜ  

+ 
 −

= ℜ = 
+ − + 

——与例4.2的结果一样。

所以

{ } 1( ) [ ( ) ]( )
2vE x t x x tt + −=∵

#第9次 05-4-15
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题3.5   已知 2 1 1( ) (1 ) ( 1x t x t x t= − + − ）
1、问 的基波频率 与 的基波频率 是什么关系？

2、求 的傅立叶级数系数 与 的傅立叶系数 之间的关系。

2 ( )x t 2ω 1ω1( )x t

2 ( )x t kb ka1( )x t

解：1、因为 和 只是 的时移和反转，所以它们的基波频率

不变。而 只是以上信号的叠加，因此

1 1(1 ) ( 1)x t x t− − 1( )x t

2 ( )x t 2 1ω ω=
2、因为 的傅立叶系数为 ，所以1( )x t ka

1

1

1 1 1

1
1 1

1
1

2 1 1

(1 ) ( ( 1))

( 1)

( ) (1 ) ( (1) )jk
k k k

jk
k

jk
k

jk jk
k k

FSx t x t a e

FSx t a e

FSx t x t x t b a a e e ae aω

ω

ω

ω ω

− ⋅
−

− ⋅

−−
− −

−

− = − −

−

= − + − = + = +
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题3.11 现对一信号小x[n] 给出如下信息：

1、x[n]是实偶信号

2、x[n]有周期Ｎ＝10和傅立叶系数

3、

4、

ka
11 5a =

9
2

0

1 [ ] 50
10 n

x n
=

=∑

证明 ，并给出常数A，B和C的值。[ ] cos( )x n A Bn C= +

证明：因为x[n]为实偶信号，所以 也是实偶的。

因为 ，所以

ka

11 5a = 11 10 1 1 9 5a a a a− −= = = =

根据帕斯瓦尔定理
2 21 [ ] 50k

n N k N
x n a

N = =

= =∑ ∑
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0 0 0 0

2 2
1 9

9 9
1 9

0 0 0 0

0 0 0 0

25 25 50 0 1,9

[ ] 5( )
5[(cos sin ) (cos9 sin 9 )]
5[(cos cos9 ) (sin sin 9 )]

2 25(cos cos9 ) 5[cos( ) cos( )]
10 10 5 5

10[cos( )]
5

k
j n j n j n j n

a a a k

x n a e a e e e
n j n n j n
n n j n n

n n n n

n

x

ω ω ω ω

ω ω ω ω
ω ω ω ω
π π π π

π

+ = + = ∴ = ≠

∴ = + = +
= + + +

= + + +

= + = + −

=

∵

[ ] cos( )

10 , , 0
5

n A Bn C

A B Cπ
= +

= = =
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题3 .19     

c)、 若 ，求输出y(t)。

( )x t
( )y t

1H 1Ω
a)、求关联x(t)和y(t)的微分方程。

b)、求系统对输入为 的系统频率响应。( ) j tx t e ω=
( ) co s( )x t t=

解：

a)、
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) , ( ) ( )L dy t dy t dy ty t x t x t y t x t

R dt dt dt
= − = − + =

b)、

( 1)

0

1( )
1

1( ) ( ) ( )
1

1(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

) ( ) ( )
1

Ft t

j t t j

j t j t

j

t

t j t t

j t

j H j
j

e u t h t e u t
j

H j h t e dt e u t e dt

x t e y t H j e

H j j e H j

e

e

dt
j

e

ω ω

ω

ω ω ω

ω ω

ω
ω

ω

ω

ω

ω ω ω

ω

− −

∞ ∞ ∞− − − − +

−∞ −∞

=
+

←→ ∴ =
+

= ∴ =

+ =

= = = =
+∫ ∫ ∫

∵

∵

代入微分方程得：

注意：
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( ) ( )
4 4

4 4

1( ) cos ( ) 1
2

1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2 1 1

1 2( ) [ ]
2 42 2
2 cos( )

2 4

jt jt

jt jt
jt jt

jt jt j t j t

j j

x t t e e

e ey t H j x t e e
j j j

e e e e
e e

t

π π

π π

ω

ω

π

−

−
−

− − − −

−

= = + =

∴ = = + = +
+ + −

= + = +

= −

∵又 可见

c)、由(a)已求得系统的微分方程为： '( ) ( ) ( )
1( )

1

y t y t x t

H j
j

ω
ω

+ =

=
+

由(b)已求得系统的频率响应为
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题3.42  令x(t)是一个基波周期为T 和傅立叶系数为 的实值信号。

(c)证明：若x(t)是奇函数，则它的傅立叶系数是虚数且为奇函数， 。

ka

0 0a =

解：

0
0 00 0

0 00 0

00

1 1( ) ( )(cos sin )

1 1( ) cos ( )sin

1 ( )sin

T Tjk t
k

T T

T

a x t e dt x t k t j k t dt
T T

x t k tdt j x t k tdt
T T

j x t k tdt
T

ω ω ω

ω ω

ω

−= = −

= −

= −

∫ ∫

∫ ∫

∫

∵

可见为虚数且为奇

当k=0时， 0ka =
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( ) ( )

( ) , ( )

k k

k k

x t x t
FS FSx t a x t

a a

a−

−

−

−

∴ = −

− =因为x(t)是奇函数，即

即傅立叶系数为奇函数。这时

又因为x(t)是实信号，有 *k ka a− =

而

因此可得 *k ka a= − 可知只能是纯虚数

另一种证明法：（应用已学的性质）

0 0a =
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关于h（t）的求法：

一、

１、求出微分方程———求得传输算子 ———将 展开成部分分式————

经反变换求得。

( )H p ( )H p

( )h t ( )H jω2、单位冲激响应 可通过将 展开成部分分式而求得。
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题3.14 

已知

/ 2

5[ ] [ 4 ] , [ ] cos( )
2 4

( ) 0,1, 2,3
k

jk

x n n k y n n

H e kπ

π π
δ

∞

=−∞

= − = +

=

∑
求： 在 时的值。

解：因为输入是周期信号，
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4.3.4   微分和积分

1、微分性质

若x ( t )的傅里叶变换是 ,将傅里叶反变换公式的两边对 t  进行微分,   

可得

( )X jω

( ) 1
2

( ) (

(

)

) j t

F

dx t e d
dt

dx t j X j
dt

j X j ω ω

ω

ω ω
π

ω

+∞

−∞
=

←→

∫

据此性质,可将时域的微分运算转变为频域的代数运算.

将微分性质进一步推广,有

( ) ( ) ( )
n

F n
n

d x t j X j
dt

ω ω←→

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= ∫
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2、积分性质
若

(0) ( )1( ) ( )
t Fx Xd X j

j
τ τ ω

ω
π δ ω

−∞
←→ +∫

( ) ( )Fx t X jω←→

则

证明：由卷积积分可知，

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t

x d x d t x t d x t u tτ τ τ τ δ δ τ τ
−∞ −∞ −∞

= ∗ = ∗ = ∗∫ ∫ ∫
由时域卷积性质(                                                               在后面介绍)，得

1 1( ) ( ) ( )[ ( ) ] (0) ( ) ( )Fx t u t X j X X j
j j

ω πδ ω π δ ω ω
ω ω

∗ ←→ + = +

2 2 2 20 0 0

1( ) lim ( ) lim lim[ ]
( )

Fat

a a a

au t e u t
a j aja

ω
ω ω ω

−

→ → →
= ←→ =

+ + +
+

2 2 2 20

2 20

0 0
lim

0
1lim ( ) ( ) ( )

a

F

a

a a d
a a

a u t
a j

ω
ω π

ωω ω

πδ ω πδ ω
ω ω

∞

−∞→

→

≠
= =∞ =+ +

= ∴ ←→ +
+

∫其中

即

说明：

#

( ) ( ) ( ) ( )Fx t y t X j Y jω ω∗ ←→

积分产生的直流分量
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例4.11    求单位阶跃函数x ( t ) = u ( t )的傅里叶变换

解: ( )

( ) (

( ) 1

( ) ( )

1 1( ) ( )0) ( )

F

t

F

t

u t t dt

u t

X j

X
j j

j X

ω

ω

δ

δ

π δ ω πδ ω
ω ω

−∞

←→ =

=

←→ + = +

∫
∵

而

利用时域积分性质,有

还可以看到,应用微分性质可以复原单位冲激函数的傅里叶变换,即

( ) 1( ) [ ( )] 1Fdu tt j
dt j

δ ω πδ ω
ω

= ←→ + =

( ) 0jπωδ ω =

ω

1

0
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例4.12    已知信号如图4.16(a )所示,求傅里叶变换

解:   图( a )可知 ( ) [ ( 1) ( 1)]
( )( ) [ ( 1) ( 1)] [ ( 1) ( 1)]

[ ( 1) ( 1)] ( 1) ( 1)

x t t u t u t
dx tg t u t u t t t t

dt
u t u t t t

δ δ

δ δ

= + − −

= = + − − + + − −

= + − − − + − −

∵

可见,信号的导数为图(b) 和图(c)这两个分量的和。

这些分量信号的傅里叶变换为：
1

1

2sin( ) ( ) ( )

2sin 2cos

j t j jG j x t e dt e eω ω ωω
ω

ω
ω

ω

ω − −

−

−

= = − −

=

∫

因为对g (t) 的积分，就是x (t)。所以利用积分性质就有

( )( ) (0) ( )G jX j G
j

ω
ω π δ ω

ω
= +

由于 ，所以最后得
sin 0(0) 2 2cos 0 0

0
G = − =
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可见， 的表示式是纯虚且为奇函数。( )X jω

注:      求 的傅里叶变换：

1、可按矩形脉冲的傅里叶变换求得； 2、也可按如下方法求得：
1( ) ( )

1 1( 1)

(

( 1) ( ( )) ( ( ))

1 1

1 2 ( ) 2sin

( )

2

)

( )

F

j j

j j

j j

j

j

j

j

u t
j

u t u t e e
j j

e e
j j

e ee e

e e

j j

ω ω

ω ωω

ω ω

ω

ω ω

πδ ω
ω

πδ ω πδ ω
ω ω

ω ω

ω
ω ω

πδ π ω

ω

ω δ

−

−−

−
−

←→ +

∴ + − − → + − +

= + − −

−
= − = =

∵

( 1) ( 1)u t u t+ − −

2 2

2 sin 2 cos 2 sin 2 cos( ) ( )X j j
j j

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω
= − = − −
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4.3.5  时间与频率的尺度变换

若 ( ) ( )
1( ) ( )

F

F

x t X j
jx at X

a a

ω
ω

←→

←→则

证明:

式中: a ——实常数

{ }( ) ( ) ( )F j tx at F x at x at e dtω+∞ −

−∞
←→ = ∫∵

当a > 0时，令 得atτ = { } ( / )1( ) ( ) ( )F j ax F x x e d
a

ω ττ τ τ τ
+∞ −

−∞
←→ = ∫

将两种情况综合起来,就得(4.34)式

（4.34)

1( ) ( )F jx at X
a a

ω
←→ #证毕.

当 a < 0时， a tatτ = = − ，此时
1 1,t dt d
a a

τ τ= − = −

积分上、下限变为 。此时,−∞ ∞

{ } ( / ) ( / )1 1( ) ( ) ( )j ja aF x x e d x e d
a a

ω τ ω ττ τ τ τ τ
−∞ −∞

∞ −∞
= − =∫ ∫
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尺度变换性质告诉我们:除了一个幅度因子 外,信号在时域有一个尺度

因子a变换,相应于它在频域上有一个线性因子1 /a的变换,反之亦然。

这就从理论上说明了时域与频域之间的相反关系。具体地说，对一个脉冲

信号，如果脉冲宽度越宽，它的频带就越窄；脉宽减小a 倍，其带宽就增大

倍，因此，脉宽与带宽的乘积是一个常数。

若令 ，则可得

1/ a

( ) ( )Fx t X jω− ←→ −1a = −

a

也就是说，在时间上反转一个信号，它的傅里叶变换也反转。

4.3.6   对偶性

若 ( ) ( )
( ) 2 ( )

F

F

x t X j
X jt x

ω

π ω

←→

←→ −则有

证明:      因为
1( ) ( )

2

2 ( ) ( )

j t

j t

x t X j e d

x t X j e d

ω

ω

ω ω
π

π ω ω

+∞

−∞

+∞

−∞

=

=

∫

∫有
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显然

2 ( ) ( ) j tx t X j e dωπ ω ω
+∞ −

−∞
− = ∫

将上式中变量t 和 相互交换,得ω
2 ( ) ( ) j tx X jt e dtωπ ω

+∞ −

−∞
− = ∫

即得 { }( ) ( ) 2 ( )FX jt F X jt xπ ω←→ = −

证毕.

可见，傅里叶变换对之间存在着对偶关系。即信号波形与信号频谱函数的波形有

着互相置换的关系，其幅度之比为常数 。式中的 表示频谱函数坐标轴

必须正负对调。

见图4.17

2π ω−
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1 1
1 1 1

1 1

2 2

1 , sin( ) ( ) 2
0 ,

1 ,sin( ) ( )
0 ,

F

F

T T Tx t X j T
t T T

WW Wtx t X j
WWt

ω
ω

ω

ω
ω

ωπ

 <= ←→ = >
 <= ←→ =  >
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例4.13    已知信号 ,用对偶性求它的傅里叶变换 。

解:      如果令

2

2( )
1

g t
t

=
+

( )G jω

2

2( )
1

X jω
ω

=
+

那么由例4.2 就有

2

2( ) ( )
1

t Fx t e X jω
ω

−= ←→ =
+

对于这一变换对的综合公式是

2

1 2( )
2 1

t j te e dω ω
π ω

+∞−

−∞
=

+∫
将上式两边乘 ,并将 t 以- t 置换,可得2π

2

22 ( )
1

t j te e dωπ ω
ω

+∞− −

−∞
=

+∫
交换变量 和 ,可得t ω

2

22 ( )
1

j te e dt
t

ω ωπ
+∞− −

−∞
=

+∫

2 2

2 ( 0)a t F ae a
a ω

− ←→ >
+

( ) ( )
( ) 2 ( )

FX j x t
X jt x

ω

π ω

←→

←→ −
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由此可知,

2 2

2 2 2
1 1

F F e
t t

ωπ − ←→ = + + 

利用对偶性还可以很方便地从傅里叶变换的一些性质,联想或推导出与之对偶
的其它性质.

1、频移特性

0
0

( ) ( )
( ) [ ( )]j t F

x t X j
x t e X jω

ω

ω ω±

←→

←→ ∓则

{ }0 0

0( )

0

( ) ( )

( )

[ ( )]

j t j t j t

j t

F x t e x t e e dt

x t e dt

X j

ω ω ω

ω ω

ω ω

+∞± ± −

−∞

+∞ −

−∞

=

=

=

∫
∫ ∓

∓

若

证明:     (方法1）

上述性质也可通过对偶性加以证明,即
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证明: （方法2）

( ) ( )
( ) 2 ( )

F

F

x t X j
X jt x

ω

π ω

←→

←→ −

∵

再由对偶性得 0
02 ( ) 2 [ ( )]j t Fx t e X jωπ π ω ω−− ←→ − −

由时移性得

0
0( ) [ ( )j t Fx t e X jω ω ω←→ −

0
0[ ( )] 2 ( ) j tFX j t t x e ωπ ω −− ←→ −

得

由对偶性得

#3.25
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2、线性时移性质

1、线性

3、共轭及共轭对称性

4、微分和积分

5、时间与频率的尺度变换

6、对偶性

( ) ( ) *( ) *( )F Fx t X j x t X jω ω←→ ←→ −

1( ) ( ) (0) ( )
t Fx d X j X

j
τ τ ω π δ ω

ω−∞
←→ +∫( ) ( )Fdx t j X j

dt
ω ω←→

( ) *( )X j X jω ω= − ( ) *( )X j X jω ω− =

1( ) ( ) ( ) ( )F F jx t X j x at X
a a

ω
ω←→ ←→

( ) ( ) ( ) 2 ( )F Fx t X j X jt xω π ω←→ ←→ −

1( ) ( ) 2 ( ) ( )
2

2 ( ) ( ) ( ) ( )

j t j t

j t j t

x t X j e d x t X j e d

x X jt e dt X j x t e dt

ω ω

ω ω

ω ω π ω ω
π

π ω ω

+∞ +∞ −

−∞ −∞

+∞ +∞− −

−∞ −∞

= − =

− = =

∫ ∫

∫ ∫

0
0( ) ( )j tFx t t e X jω ω−− ←→

( ) ( ) ( ) ( )Fax t by t aX j bY jω ω+ ←→ +
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2、频域微分性

若 ( ) ( )
( )( )

( )( ) ( )

F

F

n
Fn n

n

x t X j
dX jtx t j

d
d X jt x t j

d

ω
ω

ω
ω

ω

←→

←→

←→

则

1、频移特性

0
0

( ) ( )
( ) [ ( )]j t F

x t X j
x t e X jω

ω

ω ω±

←→

←→ ∓



 

 

 

324

证明：方法1 ( ) ( )

( ) ( )( )

[ ( )]

( ) [ ( )]

( )( )

( )( ) ( )

j t

j t

j t

j t

F

n
Fn n

n

X j x t e dt

dX j x t jt e dt
d

j tx t e dt

dX jj tx t e dt
d

dX jtx t j
d

d X jt x t j
d

ω

ω

ω

ω

ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

∞ −

−∞

∞ −

−∞

∞ −

−∞

∞ −

−∞

=

∴ = −

= −

=

←→

←→

∫

∫

∫

∫

∵

两边乘 j ,得

同样可得

上述性质也可根据对偶性质、时域微分性得出：
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证明：方法2

( ) ( )
( ) 2 ( )

( ) 2 ( )

( )2 ( ) 2

( )( )

F

F

F

F

F

x t X j
X jt x

dX jt j x
dt

dX jjtx t
d

dX jjtx t
d

ω

π ω

π ω ω

ω

ω
ω

π π

ω

←→

←→ −

←→ −

−
− ←

→

−→

− ←

∵
得

根据微分性，有

运用对偶性，有

得

( )( ) F dX jtx t j
d

ω
ω

←→两边乘 j ,得
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3、频域积分性

( ) ( )
1(0) ( ) ( ) ( )

F

F

x t X j

x t x t X j d
jt

ω

ω

π δ η η
−∞

←→

− ←→ ∫
证明：

1( ) 2 [ ( ) (0) ( )]

12 [ ( ) (0) ( )] 2 ( )

1 ( ) (0) ( ) ( )

t F

F

F

X jt d x x
j

x t x t X j d
jt

x t x t X j d
jt

ω

ω

τ π ω π δ ω
ω

π π δ π η η

π δ η η

−∞

−

∞

−∞

←→ − +

− + ←→ − −

− + ←→

∫

∫

∫

( ) ( )
( ) 2 ( )

F

F

x t X j
X jt x

ω

π ω

←→

←→ −
若

则

据时域积分性可得

据对偶性,可得

令 , 即有

1( ) ( ) (0) ( )
t Fx d X j X

j
τ τ ω π δ ω

ω−∞
←→ +∫

t t− =
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4.3.7   帕斯瓦尔定理

若 ( ) ( )Fx t X jω←→

则
2 21( ) ( )

2
x t dt X j dω ω

π
+∞ ∞

−∞ −∞
=∫ ∫

证明:    （可直接用傅里叶变换求出）

——称帕斯瓦尔定律

2 * *( ) ( ) ( ) ( 1[ ( ) ]
2

) j tx t dt x t x t dt x t X j e d dtωω ω
π

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ −

−∞
= =∫ ∫ ∫ ∫

改变一下积分次序，有

2
2

2 1 *( )[ (( )

( )

) ]
2

1 1*(
2

) ( ) ( )
2 2

j tdt X j x t e dt d

X

x t

X
j X j d X j d

j
d

ωω ω
π

ω ω ω ω ω ω
π π

ω
π

∞ ∞ ∞ −

−∞ −∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

=

= = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

2 2 2 2 2( )( ) [ ]a jb a jb a b a b− + = + = +

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= ∫

能量守衡 单位时间内的能量 能谱密度（每单位频率内的能量）
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帕斯瓦尔定理指出：信号在时域拥有的总能量既可以按每单位时间内的能量

在整个时间内积分计算出来；也可以按每单位频率内的能量

在整个频率范围内积分求得。

2( ) / 2X jω π

2( )x t

因此， 常称为信号x ( t ) 的能谱密度。——表示信号在频域

上能量分布情况。

周期信号也有相应的帕斯瓦尔定理，由于周期信号能量是无穷的，因此它

是用信号平均功率来描述的。周期信号的帕斯瓦尔定理为 (见P145中（3.67）

式)

2( ) / 2X jω π

2 21 ( ) kT
k

x t dt a
T

∞

=−∞

= ∑∫
式中: T  ——信号的基波周期；

——傅里叶级数系数

上式表明周期信号平均功率等于其各谐波频率分量平均功率之和。因此也将

称为周期信号的功率谱（表明周期信号的功率在频域上的分布情况）。

ka
2

ka
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4.4 卷积性质

如果 ( ) ( ) , ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

F F

F

x t X j h t H j
x t h t X j H j

ω ω

ω ω

←→ ←→

∗ ←→则有

证明： 令 ，对y ( t ) 作傅里叶变换，( ) ( ) ( )y t x t h t= ∗

则有 ( ) [ ( ) ]

( ) [ ]

( )

( )

( )

( )

( )

)

( )

(

j t

j t

j

x d

x d h t e

Y j h t e dt

Y j

x d

X j

dt

H e

H j

j ω

ω

ω

τ

ω τ

ω

τ τ

ω

τ τ

τ τ τ

ω

ω

∞ −

−∞

∞ ∞ −

−∞ −∞

∞

−

−∞

∞

−∞

−

= −

=

=

=

∫ ∫
∫ ∫

∫

即得 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Fy t x t h t Y j X j H jω ω ω= ∗ ←→ =
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例4.15   有一连续时间LTI系统,其单位冲激响应为

而输入信号x ( t ) 的傅里叶变换为 ,求系统的输出

解:  

0( ) ( )h t t tδ= −
( )X jω

0 0 0

0

0

0 0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

j t

j t j t j t

h t t t

H j t t e dt

t t e dt e t t dt e

ω

ω ω ω

δ

ω δ

δ δ

∞ −

−∞

∞ ∞− − −

−∞ −∞

= −

∴ = −

= − = − =

∫
∫ ∫

∵

输出的傅里叶变换为

0( ) ( ) ( ) ( )j tY j H j X j e X jωω ω ω ω−= =

则 0

0( )
0

1( ) [ ( )]
2

1 ( ) ( )
2

j t j t

j t t

y t e X j e d

X j e d x t t

ω ω

ω

ω ω
π

ω ω
π

∞ −

−∞

∞ −

−∞

=

= = −

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Fy t x t h t Y j X j H jω ω ω= ∗ ←→ =∵
0

0( ) ( ) j tFx t t X j e ωω −− ←→

也可按时移性求得



 

 

 

331

4.5  相乘性质

若
1 1 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) , ( ) ( )
1( ) ( ) ( ) ( )

2

F F

F

x t X j x t X j

x t x t X j X j

ω ω

ω ω
π

←→ ←→

←→ ∗

证明:   (可利用傅里叶的对偶性而求得)

1 1 2 2
2

1 2 1 2
2

1 2 1 2

1 2 1 2

( ) 2 ( ) , ( ) 2 ( )

( ) ( ) 4 ( ) ( )

4 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

( ) ( )
1( ) ( ) ( ) ( )

2

F F

F

F

F

F

X jt x X jt x
X jt X jt x x

x t x t X j X j
x t X j

x t x t X j X j

π ω π ω

π ω ω

π π ω ω

ω

ω ω
π

←→ − ←→ −

∗ ←→ − −

− − ←→ − ∗ −

− ←→ −

←→ ∗

据对偶性有

利用卷积性得

利用对偶性有

由于

因此,可得
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例4.21   设信号 的频谱为 ,另一个信号 p ( t )为( )S jω( )s t 0( ) cosp t tω=

求 r ( t ) = s ( t ) p ( t ) =                            的频谱 。

解：因为

( )R jω
0 0

0

0

0 0

0

0

0

0 0

1( ) cos ( )
2

1 2 ( )
1 2 ( )

1 2 ( )
1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
2

j t j t

F

j t F

j t F

j t j t F

p t t e e

e

e

p t e e P j

ω ω

ω

ω

ω ω

ω

πδ ω

πδ ω ω

πδ ω ω

ω π δ ω ω δ ω ω

−

−

−

= = +

←→

× ←→ −

× ←→ +

= + ←→ = − + +

而

0 0

0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( ) ( )]
2
1 1[ ( )] [ ( )]
2 2

Fr t s t p t R j S j P j

S j

S j S j

ω ω ω
π

ω π δ ω ω δ ω ω
π

ω ω ω ω

= ←→ = ∗

= ∗ − + +

= − + +

据频移性，可得

所以

又因为

0( ) coss t tω

×( )s t

0( ) cosp t tω=

( )r t =

0( ) coss t tω
调制

所以
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注意:  图中已假设 。

若 时,就会产生重
叠。

0 1ω ω>
0 1ω ω<

这在通信称调制。

（设电缆的带宽为300M、信道宽度为6M ，则这根电缆可同时传送50路信号）
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例4.22  考虑在例4.21中得到的信号 r ( t ) ,并令 g( t ) = r ( t ) p ( t ),

其中 ,求 g ( t ) 的频谱。0( ) c o sp t tω=

× g( t ) = r ( t ) p ( t )              ( )r t = 0( ) coss t tω

0( ) c o sp t tω=解：

0

2
0 0

0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) cos

( ) ( ) ( ) ( )cos ( )[1 cos 2 ] / 2
1 [ ( ) ( ) cos 2 ]
2

1 1 1( ) ( ) { ( ) [ ( 2 ) ( 2 )]}
2 2 2

1 1( ) { [ ( 2 )] [ ( 2 )]}
2 4

r t s t p t p t t
g t r t p t s t t s t t

s t s t t

G j S j S j

S j S j S j

ω

ω ω

ω

ω ω ω π δ ω ω δ ω ω
π

ω ω ω ω ω

= =

∴ = = = +

= +

= + ∗ − + +

= + − + +

∵

低通滤波器
( ) ( )y t s t=

解调
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由图可知，当g ( t )通过

理想低通滤波器时，只

要使该滤波器幅度为2，

截止频率 满足cω
1 0 12cω ω ω ω< < −
就可使调制信号s ( t )

得到恢复,得

cω− cω

( ) ( )y t s t=

这就是解调
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4.5.1具有可变中心频率的频率选择性滤波——相乘性质的另一个重要应用
cj te ω

( )x t

cj te ω−

1( ) ( ) ( ) [2 ( ) ( )] [ ( )]
2

cj t F
c cy t e x t Y j X j X jω ω πδ ω ω ω ω ω

π
= ←→ = − ∗ = −

即 就等于 向右移 ；同样，( )Y jω ( )X jω cω

( ) ( ) ( ) [ ( )]cj t F
cf t e w t F j W jω ω ω ω−= ←→ = +

即 就等于 向左移 。( )F jω ( )W jω cω
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可见，整个系统等效于

一个中心频率为

带宽为 的理想带通

滤波器。随着 的改

变，该带通滤波器的中

心频率也就改变了。

cω−

02ω

cω
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4.6  傅里叶变换性质和基本傅里叶变换对列表（P233）

4.7   由线性常系数微分方程表征的系统

一个LTI系统可用线性常微分方程表示为

0 0

( ) ( )k kN M

k kk k
k k

d y t d x ta b
d t d t= =

=∑ ∑
下面将讨论如何确定这样一个LTI系统的频率响应（ ）问题。

有两种途径：

1、依赖于复指数信号是LTI系统的特征函数这一事实。

具体地说就是，若 ( )
( ) ( )

j t

j t

x t e
y t H j e

ω

ωω

=

=则有

将这些代入(4.72)式,就能解出 。

2、应用傅里叶变换的微分性质来求。即

对（4.27）两边取傅里叶变换,得

(4.72 )

( )H jω

( )H jω
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0 0

( ) ( )k kN M

k kk k
k k

d y t d x tF a F b
d t d t= =

   
=   

   
∑ ∑

根据线性性质,上式变为
0 0

0 0

0 0

0

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ( ) ] ( )[ ( ) ]

( )
( )( )
( ) ( )

k kN M

k kk k
k k

N M
k k

k k
K k

N M
k k

k k
k k

M
k

k
k
N

k
k

k

d y t d x ta F b F
d t d t

a j Y j b j X j

Y j a j X j b j

b j
Y jH j
X j a j

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω
ωω
ω ω

= =

= =

= =

=

=

   
=   

   

=

=

= =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

∑

由微分性质,得

或

因此,可得

可见,                  是一个有理函数,其分子多项式的系数与原微分方程右边的系数相

同；分母多项式的系数与原微分方程左边的系数相同。因此 可根据原微

分方程的系数直接写出。

( )H jω

（4.76)

( )H jω
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例 4.24    有一稳定的LTI系统，可由如下微分方程表征

( ) ( ) ( ) , 0dy t ay t x t a
dt

+ = >

求：系统的单位冲激响应

解：根据第二种途径即(4.76)式，可得

( )h t

1( )H j
j a

ω
ω

=
+

由例4.1可知（也可查P234页表4.2）
1( ) ( ) ( )Fatx t e u t X j

a j
ω

ω
−= ←→ =

+

所以该系统的单位冲激响应为

( ) ( )ath t e u t−=
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例 4.25  已知LTI系统的微分方程为
2

2

( ) ( ) ( )4 3 ( ) 2 ( )d y t dy t dx ty t x t
dt dt dt

+ + = +

求:系统的单位冲激响应

解：由(4.76)式可得
2

2 2( )
( ) 4 3 ( 1)( 3)

j jH j
j j j j

ω ω
ω

ω ω ω ω
+ +

= =
+ + + +

利用部分分式展开，得

1 2

2
1 1

1 1

1 2

2
( 1)( 3) 1 3

2 1 ( 1)
( 3) 2 3

1/ 2 1/ 21/ 2 , 1/ 2 , ( )
1 3

j j

A Aj
j j j j

Aj A j A
j j

A A H j
j j

ω ω

ω
ω ω ω ω

ω ω
ω ω

ω
ω ω

=− =−

+
= +

+ + + +

+
= = = + + =

+ +

= = = +
+ +

所以
31 1( ) ( ) ( )

2 2
t th t e u t e u t− −= +

两边同乘 并令( 1)jω +

同理得 则有

1jω = −

则 左式 ，右式

即
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例 4.26     假设例4.25系统的输入为

( ) ( )tx t e u t−=
求系统的输出y ( t )

解：

2

2

1( ) ( ) ( )
1

2 2( )
( ) 4 3 ( 1)( 3)

2 1( ) ( ) ( ) [ ][ ]
( 1)( 3) 1

2
( 1) ( 3)

Ftx t e u t X j
j

j jH j
j j j j

jY j H j X j
j j j

j
j j

ω
ω

ω ω
ω

ω ω ω ω
ωω ω ω

ω ω ω
ω

ω ω

−= ←→ =
+

+ +
= =

+ + + +
+

∴ = =
+ + +

+
=

+ +

∵

用部分分式展出，得
11 12 21

2

11 12 21

( )
1 ( 1) 3

, ,

A A AY j
j j j

A A A

ω
ω ω ω

= + +
+ + +

其中： 为待定系数，

2

2

( ) ( ) ( )4 3 ( ) 2 ( )d y t dy t dx ty t x t
dt dt dt

+ + = +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Fy t x t h t X j H jω ω= ∗ ←→
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221
11 121 1

12

2 [ ( 1) ( 1) ]
( 3) 3

1
2

j j

Aj A j A j
j j

A

ω ω

ω
ω ω

ω ω=− =−

+
= + + + +

+ +

=

11 1

2
1

2[ ]
( 3)

( 3) ( 2) 1
( 3) 4

j

j

d jA
dj j
j j

j

ω

ω

ω
ω ω

ω ω
ω

= −

= −

+
=

+

+ − +
= =

+

21 2 3

2 1( 3)
( 1) ( 3) 4j

jA j
j j ω

ω
ω

ω ω =−

+
= + = −

+ +

得

两边同乘 2( 1)jω +

同样可得

于是得到
2

1/ 4 1/ 2 1/ 4( )
1 ( 1) 3

Y j
j j j

ω
ω ω ω

= + −
+ + +
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经反变换后，得

31 1 1( ) [ ] ( )
4 2 4

t t ty t e te e u t− − −= + −

作业：P238     题4.1   (b)
题4.2   (b)

P239   题4.11

P245    题4.33   (a) 、(b)
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4 .8    小结

1、 从周期信号的傅里叶级数——非周期信号的傅里叶变换——周期信号的傅

里叶变换（由发生在该周期信号各谐波频率上的冲激串所组成，并且每个冲激

串的面积正比于各傅里叶级数系数）。

2、 傅里叶变换具有一系列重要性质，其中有两个性质在研究信号与系统时具

有特别重要的意义：

1）、卷积性质——是复指数信号的特征函数性质的一个直接结果，并由此导

致 可以用系统的频率响应来表征一个LTI系统。这种表征是用频域的方法

来分析LTI系统的基础。

2）、相乘性质——它是频域分析方法研究采样和调制系统的基础。

3、 傅里叶分析方法特别适合于研究由线性常系数微分方程描述的LTI系统

（就是这种系统的频率响应能直接根据微分方程的系数来确定）。

0( ) 2 ( )k
k

X j a kω π δ ω ω
∞

=−∞

= −∑
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第五章

离散时间傅里叶变换
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5.1非周期信号的表示:离散时间傅里叶变换

5.1.1离散时间傅里叶变换的导出

对离散时间非周期序列,为了建立它的傅里叶变换表示,将采用与在连续时间情
况下完全类似的步骤进行。

设某一离散时间信号x [ n ] 它具有有限持续期，即存在着某个整数 和

满足在 以外x [ n ] = 0 (见图5.1(a)）。将这个非周期信号进行周期延

拓构成一个周期信号 ，使得x [n ]是它的一个周期内的信号，如图5.1(b)

所示.    

1 2N N
1 2N n N− ≤ ≤

%[ ]x n
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随着所选周期N的增大， 就在一个更长的时间间隔内与 x [ n ]一样，而

当 时，对任意n值来说，有 。

由（3.94)式和(3.95)式可得 的傅里叶级数表示式为

%[ ]x n
N → ∞ %[ ] [ ]x n x n=

%[ ]x n

%

%

( 2 / )

( )

( 2 / )

( )

[ ]

1 [ ]

jk N n
k

k N

jk N n
k

n N

x n a e

a x n e
N

π

π

=

−

=

=

=

∑

∑
因为在 区间,                        。因此,（5.2)式变为

1 2N n N− ≤ ≤ %[ ] [ ]x n x n=

(5.2)

(5.1)

2

1

( 2 / ) ( 2 / )1 1[ ] [ ]
N

jk N n jk N n
k

n N n
a x n e x n e

N N
π π

∞
− −

= − = −∞

= =∑ ∑
现定义函数

( ) [ ]j j n
k

n
X e Na x n eω ω

∞
−

=−∞

= = ∑ (5.4)

(5.3)

周期为 2π
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ka ( )jX e ω

0
1 ( )jk

ka X e
N

ω=

由于 ，所以该函数是周期信号，基波周期为 。

比较（5.3)和(5.4)式,可发现系数 正比于 的的样值,即

( 2 )j n j ne eω π ω− + −= 2π

式中 为频域中的样本间隔。

将（5.1)和(5.5)式组合在一起，得
0 2 / Nω π=

（5.5）

% 0 0

( )

1[ ] ( )jk jk n

k N
x n X e e

N
ω ω

=

= ∑ （5.6)

因为 ,或 ,所以(5.6)式又可写成0 2 / Nω π= 01/ / 2N ω π=

% 0 0
0

( )

1[ ] ( )
2

jk jk n

k N
x n X e eω ω ω

π =

= ∑
%

0 0, , , [ ] [ ]N d k x n x nω ω ω ω→ ∞ → → →因为当 时 由于

上式中的求和将转化为积分。另一方面,从(5.4)式可以看出 对

是以 为周期的.当(5.7)式中的求和在长度为N的区间上进行时,就相应于 在

(5.7)

( )jX e ω ω
2π ω
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2

1[ ] ( )
2

j j nx n X e e dω ω

π
ω

π
= ∫

2π 长度的区间上变化。因此,(5.7)式在 时变为N → ∞

由于 和 都是以 为周期,因此上式的积分区间可以在任何一个

长度为 的区间。

至此,我们得到了一对关系式

( )j j nX e eω ω 2π
2π

2

1[ ] ( )
2

( ) [ ]

j j n

j j n

n

x n X e e d

X e x n e

ω ω

π

ω ω

ω
π

∞
−

=−∞

=

=

∫

∑

这一对式子就是离散时间傅里叶变换对,

(5.8)——是综合公式，称离散
时间傅里叶反变换

(5.9)——是分析公式，称离
散时间傅里叶变换

( )jX eω ——称离散时间傅里叶变换
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5.1.2   离散时间傅里叶变换举例

例5.1   已知信号 [ ] [ ] , 1nx n a u n a= <
求离散时间傅里叶变换

解:

0

1( ) [ ] ( )
1

j n j n j n
j

n n
X e a u n e ae

ae
ω ω ω

ω

∞ ∞
− −

−
=−∞ =

= = =
−∑ ∑

图5.4(a )示出了a > 0 时,               的模和相位;

图5.4(b )示出了a < 0 时,               的模和相位;

注意:图中所有这些函数都是周期为 的周期函数。

( )jX eω

( )jX eω

2π
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2 2

2

1 1
1 (cos sin ) (1 cos ) sin

1( )
(1 cos ) ( sin )

1
1 2 cos

1 , 0
1

1 ,
1

j

a j a ja

X e
a a

a a

a

a

ω

ω ω ω ω

ω ω

ω

ω

ω π

=
− − − +

=
− +

=
− +

 = −= 
 =
 +
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例5.2    设 [ ] , 1nx n a a= <
该信号对于 0 < a < 1如图5.5(a)所示。它的傅里叶变换可求出为

1

0
( ) nj j n n j n n j n

n n n
X e a e a e a eω ω ω ω

∞ ∞ −
− − − −

=−∞ = =−∞

= = +∑ ∑ ∑
在上式第二个求和式中，以 置换，可得m n= −

0 1

( ) ( ) ( )j j n j m

n m
X e ae aeω ω ω

∞ ∞
−

= =

= +∑ ∑
这两个求和式都是无穷几何级数，可表示为

0

2

2 2

2 2

1 1 1 1 (1 )( ) ( )
1 1 1 1
1 (1 ) 1

(1 )(1 ) (1 )(1 )
1 1

1 1 2 cos

j
j j

j j j j

j j j

j j j j

j j

aeX e ae
ae ae ae ae

ae ae ae a
ae ae ae ae

a a
ae ae a a a

ω
ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω

− −

−

− −

−

− −
= + − = +

− − − −
− + − −

= =
− − − −

− −
= =

− − + − +
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例 5.3    考虑下列矩形脉冲序列

1

1

1,
[ ]

0,
n N

x n
n N

 ≤=  >
图5.6(a) 示出 的 x [ n ],这时

1 2N =
1 1

1

1

1 1
1 1

1 1
1

1 1 1
1

2
( )

0

2 (2 1)

0

( 1/2) ( 1/2)

/2 /2

( 1/2) ( 1/2) ( 1/2) /2

/2 /2 /2

( )

1
1

1
1

[ ] [
[ ]

N N
j m Nj j n

n N m

N j N
j N j Nj m

j
m

j N j N
j N

j j

j N j N j N j
j N

j j j

X e e e

ee e e
e

e ee
e e

e e e e ee
e e e

ωω ω

ω
ω ωω

ω

ω ω
ω

ω ω

ω ω ω ω
ω

ω ω ω

− −−

=− =

− +
−

−
=

− + − +

− −

− + + − + −

− −

= =

−
= =

−

−
=

−
−

= =
−

∑ ∑

∑

1 1( 1/2) ( 1/2)

/2 /2 /2

1

]
[ ]

sin ( 1/ 2)
sin / 2

j N j N

j j j

e
e e e

N

ω ω

ω ω ω

ω
ω

+ − +

− −

−
−

+
= ——是sinc函数在离散情况下所对应的形式，但这是周期

函数，其周期为 ；而连续情况下，sinc是非周期的。2π
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5.1.3   关于离散时间傅里叶变换的收敛问题

以上讨论都是假设 x [ n ] 是任意的,但属有限长情况下得到的结论。与连续时
间傅里叶变换的收敛条件相对应，如果 x[ n ] 绝对可和，即

2

[ ]

[ ]

n

n

x n

x n

∞

= − ∞

∞

= − ∞

< ∞

< ∞

∑

∑或x [ n ]的能量有限，即

那么，x [n]的傅里叶变换式一定收敛。

应当指出,以上所给出的绝对可和和平方和的条件并不等价。由于存在以下关系

2[ ] [ [ ] ]
n n

x n x n
∞ ∞

=−∞ =−∞

≤∑ ∑
因此绝对可和的信号一定平方可和；但平方可和的信号不一定绝对可和。即能量

有限的条件要比绝对可和的条件更为宽松，更容易满足。

( ) [ ]j j n

n
X e x n eω ω

∞
−

=−∞

= ∑
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由于离散时间反变换（5.8)式

2

1[ ] ( )
2

j j nx n X e e dω ω

π
ω

π
= ∫

的积分是在一个有限的积分区间上进行，因此不存在收敛问题。

5.2   周期信号的傅里叶变换

与连续时间信号的频域表示情况一样,也可以用离散时间傅里叶变换将离散时间

周期信号与非周期信号的频域表示统一起来。为了导出这种表示的形式，考虑如

下信号（频域以 为周期的均匀冲激串）：

( ) ( 2 )j

k
X e kω δ ω π

∞

=−∞

= −∑
根据反变换公式，可得

1 1[ ] ( )
2 2

1 ( 2 )
2

1 2 ( 2 )

j n

F

k

F

k

x n e d

k

k

π ω

π
δ ω ω

π π

δ ω π
π

π δ ω π

−

∞

= −∞

∞

= −∞

= =

←→ −

←→ −

∫

∑

∑

2π

即

由此可得

0 0j n j ne eω =

0             k
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如果将 k 的取值范围选为 ,则上式可展开为0 ( 1)k N= → −

0 1 0

1 0

( ) 2 ( 2 ) 2 ( 2 )

2 ( ( 1) 2 )

j

l l

N
l

X e a l a l

a N l

ω π δ ω π π δ ω ω π

π δ ω ω π

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞

−
=−∞

= − + − − +

+ − − −

∑ ∑

∑

L

式中，每一项中的和式只是为了保证这一项所表示的冲激是以 为周期的。

如果我们注意到 本身也是以N为周期的，当我们将k 的取值范围扩大到所有

整数时，上式就可以写成更简单的形式。

2π

ka

0( ) 2 ( )j
k

k
X e a kω π δ ω ω

∞

=−∞

= −∑

式中 的各项就对应于 的各项； k 取

的各项就对应于 的各项；依此类推。

至此，我们得到了离散时间周期信号的离散时间傅里叶变换表示。

0 ( 1)k N= −∼ 0l = (2 1)N N −∼

1l =
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由于x [ n ] = 1 是 的复指数信号 。为将该结果推广，再看信号：0 0ω = 0j ne ω

0( ) 2 ( 2 )j

l
X e lω π δ ω ω π

∞

=−∞

= − −∑
根据傅里叶反变换公式，可求得时域信号为

0

0

2

00

0

[ ] ( )

2 ( 2 )

j nj n

j n F

l

x n e d e

e l

π ωω

ω

δ ω ω ω

π δ ω ω π
∞

=−∞

= − =

←→ − −

∫

∑即

由上可见，它符合频移性质。

由于一个离散时间周期信号（周期为N），其傅里叶级数可表示为

0
0

( )

2[ ] , ( )j k
k

k N
x n a e

N
ω π

ω
=

= =∑

所以

（5.18)

0
0

( )

2 ( 2 )j k F
k k

k N k N l
a e a k lω π δ ω ω π

∞

= = =−∞

←→ − −∑ ∑ ∑
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例5.5     考虑周期信号

0 0
0 0

1 1 2[ ] cos ,
2 2 5

j n j nx n n e eω ω π
ω ω−= = + = (5.22)

求 傅里叶变换

解： 0

0

0

0

2 ( 2 )

2 ( 2 )

j n F

l

j n F

l

e l

e l

ω

ω

π δ ω ω π

π δ ω ω π

∞

=−∞

∞
−

=−∞

←→ − −

←→ + −

∑

∑

∵

2 2( ) ( 2 ) ( 2 )
5 5

2 2( ) ( ) ( ) ,
5 5

j

l l

j

X e l l

X e

ω

ω

π π
πδ ω π πδ ω π

π π
πδ ω πδ ω π ω π

∞ ∞

=−∞ =−∞

∴ = − − + + −

= − + + − < <

∑ ∑

得

( )jX e ω
以周期为 重复，如下图缩示。2π
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上次习题：

题3 .19     (c)  若 x (t)= cos (t)  ,求输出y (t)

由(a)已求得系统的微分方程为：

( ) ( )
4 4

4 4

1( ) cos ( )
2

1( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1

1 2( ) [ ]
2 42 2
2 cos( )

2 4

jt jt

jt jt

jt jt j t j t

j j

x t t e e

e ey t H j x t
j j

e e e e
e e

t

π π

π π

ω

π

−

−

− − − −

−

= = +

∴ = = +
+ −

= + = +

= −

∵

'( ) ( ) ( )
1( )

1

y t y t x t

H j
j

ω
ω

+ =

=
+

又

由(b)已求得系统的频率响应为



 

 

 

363

题4.2(b)

22

{ ( 2 ) ( 2)}

( ) ( ) [ ( 2 ) ( 2)]

[ ( 2 ) ( 2)]

( 2 ) ( 2)

2 sin2

j t j t

j t

j t j t

jj

d u t u t
dt

dX j x t e dt u t u t e dt
dt

t t e dt

t e dt t e dt

e e j

ω ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

δ δ

δ δ

ω

∞ ∞− −

−∞ −∞

∞ −

−∞

∞ ∞− −

−∞ −∞

−

−

− − + −

= = − − + −

= − − + −

= − − − + −

= − + = −

∫ ∫

∫
∫ ∫

∵

求 的傅立叶变换。

解：

实验课：地点：东3——106、107                                  指导教师 ：孙熙文

时间：双周四下午 3、4节 （原来3、4节的同学）

晚上 6：30——8：00         （原来1、2节的同学）
内容： 在生仪学院 服务器中。(   10 . 12 . 41 . 6 )

[ ( 2)]tδ − +
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2

1[ ] ( )
2

( ) [ ]

j j n

j j n

n

x n X e e d

X e x n e

ω ω

π

ω ω

ω
π

∞
−

=−∞

=

=

∫

∑

0( ) 2 ( )j
k

k
X e a kω π δ ω ω

∞

=−∞

= −∑

周期信号的傅立叶变换：

离散时间傅立叶变换对：

1 2 ( 2 )F

k
kπ δ ω π

∞

= −∞

←→ −∑

1[ ]
1

Fn
ja u n

ae ω−←→
−

0
02 ( 2 )j n F

l
e lω π δ ω ω π

∞

=−∞

←→ − −∑
0

0
( )

[ ] 2 ( 2 )j k F
k k

k N k N l
x n a e a k lω π δ ω ω π

∞

= = =−∞

= ←→ − −∑ ∑ ∑

( )

j n

j

e
x e

ω

ω

−

∴

∵ 以 为周期2π

也是周期的

因为在一个有限的积分区间上进行，
因此不存在收敛问题
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5.3   离散时间傅里叶变换性质

在以下讨论中，采用如下符号来表示一个信号与其傅里叶变换的一对关系。

{ }
{ }1

( ) [ ]

[ ] ( )

[ ] ( )

j

j

F j

X e F x n

x n F X e

x n X e

ω

ω

ω

−

=

=

←→

5.3.1    离散时间傅里叶变换的周期性

离散时间傅里叶变换对 来说总是周期的，其周期为 ，即ω 2π
( 2 )( ) ( )j jX e X eω π ω+ =

这点与连续时间傅里叶变换是不同的（一般来说，连续时间傅里叶变换不

是周期的）。

5.3.2    线性

若 1 1 2 2

1 2 1 2

[ ] ( ) , [ ] ( )

[ ] [ ] ( ) ( )

F Fj j

F j j

x n X e x n X e
ax n bx n Ax e bX e

ω ω

ω ω

←→ ←→

+ ←→ +
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5.3.3   时移和频移性质

若

0

0 0

0

( )

[ ] ( )
[ ] ( )

[ ] ( )

F j

j nF j

j n jF

x n X e
x n n e X e
e x n X e

ω

ω ω

ω ω ω

−

−

← →

− ← →

← →

则有

和

证明：

1、时移性

（5.31)

（5.30)

0

0

0

2

( )
0 2

2

0

1[ ] ( )
2

1[ ] ( )
2

1 [ ( ) ]
2

[ ] ( )

j j n

j n nj

j nj j n

j nF j

x n X e e d

x n n X e e d

X e e e d

x n n X e e

ω ω

π

ωω

π

ωω ω

π

ωω

ω
π

ω
π

ω
π

−

−

−

=

∴ − =

=

− ←→

∫

∫

∫

∵

即
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0 0 0

0 0

( ) ( )

( )

( ) [ ]

( ) [ ] { [ ] }

[ ] ( )

j j n

n

j j n j n j n

n n
j n jF

X e x n e

X e x n e x n e e

x n e X e

ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω

∞
−

=−∞

∞ ∞
− − − −

=−∞ =−∞

−

=

∴ = =

←→

∑

∑ ∑

∵2、频移性

5.3.4   共轭与共轭对称性

1)      若
* *

[ ] ( )
[ ] ( )

F j

F j

x n X e
x n X e

ω

ω−

←→

←→

证明： ( ) [ ]j j n

n
X e x n eω ω

∞
−

=−∞

= ∑∵

上式取共轭，得 ( ) [ ]

( ) [ ]

[ ] ( )

j j n

n

j j n

n
F j

X e x n e

X e x n e

x n X e

ω ω

ω ω

ω

∞
∗ ∗

=−∞

∞
∗ − ∗ −

=−∞

∗ ∗ −

=

=

←→

∑

∑ω ω−用 替代 得

上式即为

则

——这是傅立叶变换的公式
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2）若x [n]是实值序列(  即 ），那么其变换是共轭对称的，

即 *( ) ( ) ( [ ]j jX e X e x nω ω−= 为实 )

*[ ] [ ]x n x n=

证明： ( ) [ ] [ ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

j j n j n j

n n
j j j j

X e x n e x n e X e

X e X e X e X e

ω ω ω ω

ω ω ω ω

∞ ∞
∗ − ∗ − −

=−∞ =−∞

∗ − − ∗

= = =

∴ = =

∑ ∑∵

3）如果将 用直角坐标表示，即

(5.36)

( )jX e ω

{ } { }(( m ( )) I)j jjX e X ee je X ωω ω= +ℜ

而 ( ) [ ] [ ][cos sin ]

[ ] [ is s nc ]o
n

j j

n

n

n n
X e x n e x n n

j x n nn n

j n

x

ω ω ω ω

ωω

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

∞

=−

∞

=− ∞∞

= = −

= −∑

∑ ∑

∑

x[-n]的傅立叶变换为：
( )[ ] [ ] ( )j n j n

n n

je x n ex n X eω ωω
∞ ∞

− − −

= −∞ = −∞

−=− =∑ ∑
令n = - n

[ ]s[ c n) i( ] os
nn

jX x nx n n ne jω ω ω−
∞

=−∞

∞

=−∞

= + ∑∑
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据此可得， 是 的偶函数，而 是 的

奇函数。

同理， 的模是 的偶函数，相角是 的奇函数。

4）当实函数x [n]用奇、偶函数来表示时

{ }( )je X e ω ωℜ { }Im ( )jX e ω ω

( )jX e ω ω ω

{ } { }
{ } { }

( ) ( )

Im ( ) Im ( )

j j

j j

e X e e X e

X e X e

ω ω

ω ω

−

−

ℜ = ℜ

= −

{ } { }

{ } { }

{ } { }[ ]

1 1[ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ]] [ [ ] [ ]]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1[ ] [ [ ] [ ]] ( )
2

2 2

1[ ] [ [ ] [ ]] Im (

[

)
2

]

F
e o e o

F j
v

F j
do

e o

e

x n x n x n F x n F x n

E x n x n

x n

x n x n x n x n x n

x n e X e

O x n x n

x

x n j X e

x

n

n x n

ω

ω

= + ←→ +

= = + − ←→ℜ

= = − − ←→

= + = + − + − −

其中

（ ）

实、偶函数

实、奇函数
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5.3.5  差分与累加

离散时间情况下的累加就相应于连续时间情况下的积分。而差分相当于微分。

1、差分 若 [ ] ( )
[ ] [ 1] (1 ) ( )

F j

F j j

x n X e
x n x n e X e

ω

ω ω−

←→

− − ←→ −根据线性和时移性，有

2、累加 若

0

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] ( ) ( )

1( ) ( 2 )
1

1[ ] ( ) ( ) ( 2 )
1

n n

m m
n

F j j

m

j
j

k
n

F j j
j

m k

y n x m x n u n x n m

x m X e U e

U e k
e

x m X e X e k
e

ω ω

ω
ω

ω
ω

δ

π δ ω π

π δ ω π

=−∞ =−∞

=−∞

∞

−
=−∞

∞

−
=−∞ =−∞

= = ∗ = ∗

←→

= + −
−

∴ ←→ + −
−

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

∵

则有

若x[n]为实且偶序列，则其傅立叶变换也是实且偶函数。

若x[n]为实且奇序列，则其傅立叶变换也是奇且纯虚函数
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1 2 ( 2 )

[ ] 1
sinsgn[ ]

1 cos
1 sin[ ] (1 ) ( 2 )
2 1 cos

1 ( 2 )
2(1 cos )

1 ( 2 )
(1 )(1 )

1 ( 2 )
1

F

K
F

F

F

k

j

k

j

j j
k

j
k

k

n
jn

ju n k

e k

e k
e e

k
e

ω

ω

ω ω

ω

π δ ω π

δ
ω
ω

ω
π δ ω π

ω

π δ ω π
ω

π δ ω π

π δ ω π

∞

= −∞

∞

= −∞

∞

= −∞

∞

−
= −∞

∞

−
= −∞

←→ −

←→
−

←→
−

∴ ←→ − + −
−

−
= + −

−

−
= + −

− −

= + −
−

∑

∑

∑

∑

∑

∵

说明：单位阶跃的频谱

由于u [n]可以表示为
1[ ] {1 sgn[ ] [ ]}
2

u n n nδ= + +

2 2cos 1
1(1 )(1 )
1

(1 )(1 )

j j j j

j
j j

j

j j

e e e e
ee e
e

e e

ω ω ω ω

ω
ω ω

ω

ω ω

ω − −

−

−

− = − − +

−
= − −

−
= − −

( ) [ ]j j n

n
X e n eω ωδ

∞
−

=−∞

= ∑
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Sgn [n] 的傅立叶变换：

1 0
sgn[ ] 0 0

1 0

sgn[ ] [ ] [ ] , 0 1n n

n
n n

n

n a u n a u n a−

>
= =
− <

= − − < <

∵

也可看成

当 时的极限，因为1a →

2

1[ ]
1

1[ ]
1

1 1 2 sin sinsgn[ ]
1 1 1 2 cos 1 cos

Fn
j

Fn
j

F
j j

a u n
ae

a u n
ae

ja jn
ae ae a a

ω

ω

ω ω

ω ω
ω ω

−

−

−

←→
−

− ←→
−

− −
∴ ←→ − = =

− − − + −

符号函数

1a →
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频域上 的乘积因子表示时域上的累加运算。

例5.8   利用累加性质来导出单位阶跃的傅里叶变换。

解：因为

1
1 je ω−−

[ ] [ ] ( ) 1F jg n n G e ωδ= ←→ =
而单位阶跃就是单位脉冲的累加，即

[ ] [ ]
n

m
u n g m

=−∞

= ∑
上式两边取傅里叶变换，并应用累加性质可得

01( ) ( ) ( ) ( 2 )
1

1 ( 2 )
1

j j j
j

k

j
k

U e G e G e k
e

k
e

ω ω
ω

ω

π δ ω π

π δ ω π

∞

−
=−∞

∞

−
=−∞

= + −
−

= + −
−

∑

∑

式中右边的冲激串反映了累加过程中可能出现的直流或平均值。

因此，在离散时间情况下，频域上 乘积因子表示时域上的差分；(1 )je ω−−
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5.3.6  时间反转

设信号

则 的傅立叶变换为

[ ] ( )Fx n X jω←→
[ ] [ ]y n x n= −

( ) [ ] [ ]j j n j n

n n
Y e y n e x n eω ω ω

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

= = −∑ ∑
作 m = - n置换,得

( )( ) [ ] ( )

[ ] ( )

j j m j

m
F j

Y e x m e X e

x n X e

ω ω ω

ω

∞
− − −

=−∞

−

= =

− ←→

∑

5.3.7 时域扩展

在连续时间情况下,时间和频率的尺度变换性质为

然而,由于离散时间信号在时间上的离散性,因此若 a 不是一个整数时就遇到了困

难(即,不能用 a < 0 来减慢这个信号的变化）；另一方面，即使令 a 是一个不同于

1( ) ( )F jx at X
a a

ω
←→
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1± 的整数，比如说 x [ 2 n ] ，因为 n 仅仅取整数值，所以 x [2n]仅为由 x[ n ]中

的偶次样本所组成。

1、 然而，若令 k 是一个整正数，并且定义

( )

[ / ]
[ ]

0k

x n k
x n 

= 


当n为k的整倍数时

当n不为k的整倍数时

则 就是在x [ n ] 的相邻两点间插入（k – 1 ) 个零值而得到的（可以把

看作是减慢了的 x [ n ]  )  ,见图5.13

( )[ ]kx n

( )[ ]kx n

( 5.44)
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2、 当 k  为负整数时， 除了有上述内插的过程外，还要进行一次反转。

由(5.44)可知， 只有当 n 是 k 的倍数时(即 n = r k ),才不为零，所以

的傅里叶变换为

( )[ ]kx n
( )[ ]kx n

( )[ ]kx n

( ) ( )

( )

)

( )

( [ ]( [ ]

[ ]

[ ] )

)

(

(

)

j n j rk
k k

n r

j k r

r
F jk

j
k

j

k

k

x n e x rk e

x r e

x n X e

X e

X e

ω ω

ω

ω

ω

ω

∞ ∞
− −

= −∞ = −∞

∞
−

= −∞

= =

= =

←→

∑ ∑

∑

即

上式表明：当取 k > 0 时，信号在时域上被拉开（即，在时间上等效于变化减

慢），而在频域上被压缩了 k  倍（即，等效于变化加快）。

一般地说，由于 是 周期的，因而 的频谱

是 周期的，显然 也是它的周期。

图5.14 绘出了 k  分别为2 、 3时的情况。

( ) 2jX e ω π ( )[ ]kx n

( )( ) ( )j jk
kX e X eω ω= 2

k
π 2π

( )

[ / ]
[ ]

0k

x n k
x n 

= 
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3
(3) ( ) ( )j jX e X eω ω=

2
(2) ( ) ( )j jX e X eω ω=
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例5.9  已知信号为图5.15(a)中的序列，求它的傅里叶变换。

解：

(2)[ ]y n

(2)2 [ 1]y n −

(2) (2)

(2)

[ ] [ ] 2 [ 1]

[ / 2]
[ ]

0

x n y n y n

y n
y n

= + −


= 


其中

当 n 为偶

当 n 为奇
先看 y [n]，它是矩形脉冲右移2

而成，所以得（见P259例5.3)

2 sin(5 / 2)( )
sin( / 2)

j jY e eω ω ω
ω

−=

利用时域扩展性得

4
(2)

sin(5 )[ ]
sin

F jY n e ω ω
ω

−←→

再根据线性和时移性得

5
(2)

sin(5 )2 [ 1] 2
sin

F jY n e ω ω
ω

−− ←→
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最后得

5.3.8  频域微分

设

4 sin(5 )( ) (1 2 )
sin

j j jX e e eω ω ω ω
ω

− −= +

[ ] ( )

[ [ ] ]
( ) [ ]

F j

j n
j

j nn

n

x n X e

d x n e
dX e jnx n e

d d

ω

ω
ω

ω

ω ω

∞
−

∞
−=−∞

=−∞

←→

= = −
∑

∑对 求微分，得( )jX e ω

由上式可见， 就是 的傅里叶变换。所以得
( )jdX e

d

ω

ω
[ ]jnx n−

( )[ ]

( )[ ]

j
F

j
F

dX ejnx n
d

dX enx n j
d

ω

ω

ω

ω

− ←→

←→即
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5.3.9  帕斯瓦尔定理

22

2

[ ] ( )
1[ ] ( )

2

F j

j

n

x n X e

x n X e d

ω

ω

π
ω

π

∞

=−∞

←→

=∑ ∫

若

则有

该式直接用傅里叶变换就能得出

证明：

2

2

2 2

2

2

1[ ] [ ] *[ ] [ ][ *( ) ]
2

1 1*( ) [ ] *( ) ( )
2 2
1 ( )

2

j j n

n n n

j j n j j

n

j

x n x n x n x n X e e d

X e d x n e X e X e d

X e d

ω ω

π

ω ω ω ω

π π

ω

π

ω
π

ω ω
π π

ω
π

∞ ∞ ∞
−

=−∞ =−∞ =−∞

∞
−

=−∞

= =

= =

=

∑ ∑ ∑ ∫

∑∫ ∫

∫
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例5.10 信号 x [ n ] 的傅里叶变换 在 区间上,如图5.16所示.( )jX e ω π ω π− ≤ ≤
请确定在时域 x [ n ]  是否是周期的、实信号、偶信号和/或有限能量的。

解：1、在时域上的周期性就意味着傅里叶变换

除了在各个基波频率的整数倍频率上有可能出现

冲激外，其余地方均为零。现在 不是这

样，所以得出： x [ n ] 不是周期的。

2、根据傅里叶变换的对称性知道，一个实

序列一定有一个傅里叶变换，其模是 的偶

函数，相位是 的奇函数。这给出的

和 确是这样。因此： x [ n ] 是实序列。

3、若 x [ n ] 是偶函数，那么根据实信号的

对称性， 必须为实且偶。然而，因为

，即 不是一个

实值函数，因此：x [ n ] 不是偶函数。

( )jX e ω

ω
ω ( )jx e ω

( )jX e ωS

( )jX e ω

2( ) ( )j j jX e X e eω ω ω= ( )jX e ω

R
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4、检查是否为有限能量，可用帕斯瓦尔定理。
22

2

1[ ] ( )
2

j

n
x n X e dω

π
ω

π

∞

=−∞

=∑ ∫
看图 5.16 ，在 上积分， 一定为一个有限量，所以 x [ n ] 是

有限能量的。

5.4  卷积性质

若 和

π π− ∼ 2
( )jx e ω

[ ] ( ) [ ] ( )
[ ] [ ] ( ) ( )

F Fj j

F j j

x n X e h n H e
x n h n X e H e

ω ω

ω ω

←→ ←→

∗ ←→则有

该性质的成立是依据以下两个特性：

1、信号可以表示复指数信号 的线性组合（即傅里叶变换的表示）；

2、 是LTI系统的特征函数。

如 h [ n ] 为某一LTI系统的单位脉冲响应， x [ n ] 为系统的输入信号，则

输出信号的频谱为 。

当把信号分解成各频率复指数信号分量的线性组合，这些频率分量通过LTI

系统时，系统的作用就是给它们的振幅加权 。因此，单位

j ne ω

j ne ω

( )jH e ω

( ) ( ) ( )j j jY e H e X eω ω ω=
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脉冲响应 h [ n ] 的频谱 被称为系统的频率响应。

5.4.1  举例

例5.11  考虑一LTI系统，其单位脉冲响应为

它的频率响应 就是

( )jH e ω

0[ ] [ ]h n n nδ= −
( )jH e ω

0
0( ) [ ] j nj j n

n
H e n n e e ωω ωδ

∞
−−

= −∞

= − =∑

若

0

0 0

[ ] ( )
[ ] [ ] [ ] ( ) ( )
[ ] [ ] [ ] [ ]

F j

j nF j j

x n X e
y n x n h n Y e e X e
y n x n n n x n n

ω

ωω ω

δ

−

←→

= ∗ ←→ =
= ∗ − = −

则

可见 ，这LTI系统是一个纯时移系统，对所有频率其模为1；相移为

（即，相移与频率成线性关系）。

0nω−

仅从卷积考虑求出
y [n] 

从时移性考虑，也可得到
同样结果y [n] = x [n – n0 ]
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例5.13 一LTI系统，其单位脉冲响应为

[ ] [ ] , 1nh n a u n a= <

假设该系统的输入是

[ ] [ ] , 1nx n u nβ β= <
求 y [ n ] 

解： 1、先求 ( ) ( ) ( )j j jY e H e X eω ω ω=

0

0

( ) [ ] [ ]

1
1

1( ) [ ]
1

1( ) ( ) ( )
(1 )(1 )

j j n n j n

n n

n j n
j

n

j j n n j n
j

n n

j j j
j j

H e h n e a u n e

a e
ae

X e x n e e
e

Y e H e X e
ae e

ω ω ω

ω
ω

ω ω ω
ω

ω ω ω
ω ω

β
β

β

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

∞
−

−
=

∞ ∞
− −

−
=−∞ =

− −

= =

= =
−

= = =
−

= =
− −

∑ ∑

∑

∑ ∑

∵

同样可得

则有
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2、求y [ n ] 最容易的做法是用部分分式将 展开。

1） 若 （即无重根）时，有

( )jY e ω

a β≠
1( )

(1 )(1 ) 1 1
j

j j j j

A BY e
ae e ae e

ω
ω ω ω ωβ β− − − −= = +

− − − −

等式两边同乘 ，并令 ，得(1 )jae ω−− 1je
a

ω− =
aA

a β
=

−

同样若等式两边同乘 ，并令 ，得(1 )je ωβ −− 1je ω

β
− = B

a
β

β
=

−

因为，

由此可得，

1 1

1 1[ ] , [ ]
1 1

[ ] [ ] [ ]

1 [ [ ] [ ]]

F Fn n
j j

n n

n n

a u n u n
ae e

ay n a u n u n
a a

a u n u n
a

ω ωβ
β

β
β

β β

β
β

− −

+ +

←→ ←→
− −

= −
− −

= −
−
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2）若 ，这时有重根，即a β=
11 12

2 2

1( )
(1 ) (1 ) 1

j
j j j

A AY e
ae ae ae

ω
ω ω ω− − −= = +

− − −
等式两边同乘 ，并令 ，

2(1 )jae ω−− 1/je aω− =

11 1A =得

2
11 122 1/1/

1 (1 ) (1 )
(1 ) jj

j j
j e ae a

ae A A ae
ae ωω

ω ω
ω −−

− −
− ==

− = + −
−

。为了求 ，可将上式对 求一阶导数，即得
12A je ω−

12 0A =

也可用频域微分性来求。即

2

2

1 ( )( )
1 (1 )
1 1 1 1( ) ( )

(1 ) ( ) 1 1

j

j j

j
j j j j

d ae j
d ae ae

d j de
ae ae j d ae a d ae

ω

ω ω

ω
ω ω ω ω

ω

ω ω

−

− −

− − − −

−
=

− −

= =
− − − −

∵

得

2

1( 1) [ ] ( )
(1 )

Fn j
jn a u n Y e

ae
ω

ω−+ ←→ =
−

则有
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其中
1[ ]

1
Fn

ja u n
ae ω−←→

−
利用微分性可得

1[ ] ( )
1

Fn
j

dna u n j
d ae ωω −←→

−
应用时移性质,可得

1 1( 1) [ 1] ( )
1

Fn j
j

dn a u n je
d ae

ω
ωω

+
−+ + ←→

−
考虑到还有 1/a因子后,得

1 1( 1) [ 1] ( )
1

[ ] ( 1) [ 1]

n j
F

j

n

a e dn u n j
a a d ae

y n n a u n

ω

ωω

+

−+ + ←→
−

∴ = + +
注意到:虽然上式右边乘了一个起始于 n = - 1的阶跃，但在n = - 1时,(n+1)=0即

y [n] = 0  ,所以上式最后可写为 [ ] ( 1) [ ]ny n n a u n= + 可见结果相同
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例5.14 频率响应为

的LTI系统是一个截止频率为

的理想低通滤波器,通带

内增益为 1 。

求系统的总频率响应。

解：1、先看上部路径。

Y [n]

图5.18  (a)系统连接图 (b)系统的总频率响应

( )j
lpH e ω

/ 4π

1

( 1)
[ ] [ ]

n j n

j n

e
w n e x n

π

π

− =

∴ =

∵

根据频移性质可知
( )

1( ) ( )j jW e X eω ω π−=

由卷积性质得
( )

2

3 2

( ) ( ) ( )

[ ] [ ]

j j j
lp

j n

W e H e X e

w n e w n

ω ω ω π

π

−=

=∵
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利用频移性质得
( ) ( ) ( 2 )

3 2( ) ( ) ( ) ( )j j j j
lpW e W e H e X eω ω π ω π ω π− − −= =

因为离散时间傅里叶变换总是周期的，周期为 ，所以2π
( )

3( ) ( ) ( )j j j
lpW e H e X eω ω π ω−=

2、再看下面部分。

应用卷积性质，可得

4 ( ) ( ) ( )j j j
lpW e H e X eω ω ω=

3、根据线性性质，系统输出的频率响应为

3 4

( )

( )

( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )

( ) [ ( ) ( )]

j j j

j j j
lp lp

j j j
lp lp

Y e W e W e
H e H e X e

H e H e H e

ω ω ω

ω π ω ω

ω ω π ω

−

−

= +

= +

= +4、系统总频率响应为

其中 为高通滤波器的频率响应( )( )
( )

j

j

H e
H e

ω π

ω

−

为低通滤波器的频率响应
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可见，整个系统既通过低频，又通过高频，而阻止这两个频带之间的频率通过。

因此，这个系统是一个具有理想带阻特性的滤波器。其带阻范围是

/ 4 3 / 4π ω π< <

值得提及的是：和连续时间情况相同，不是每一个LTI系统都有一个频率响应。

例如单位脉冲响应 的LTI系统，对正弦输入就不是一个有

限的响应。然而，若一个LTI系统是稳定的，那么，它的单位脉冲响应就是绝对

可和的，即

[ ] 2 [ ]nh n u n=

[ ]
n

h n
∞

= −∞

< ∞∑
#5.13

2

1[ ] ( )
2

( ) [ ]

j j n

j j n

n

x n X e e d

X e x n e

ω ω

π

ω ω

ω
π

∞
−

=−∞

=

=

∫

∑

离散时间傅立叶变换对
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题4.33一因果LTI系统由下列微分方程表征:
2 ( ) ( )6 8 ( ) 2 ( )d y t dy t y t x t
dt dt

+ + =

求: (a) 该系统的单位冲激响应;

(b) 若 ,该系统的相应是什么?

解:   (a)、

2( ) ( )tx t te u t−=

2

2 4

2 2 1 1( )
( ) 6 8 ( 2)( 4) 2 4

( ) ( ) ( )t t

H j
j j j j j j

h t e u t e u t

ω
ω ω ω ω ω ω

− −

= = = −
+ + + + + +

= −

(b) 2
2

3

2 3

2 2 2 2 4

1( ) ( ) ( )
( 2)

2( ) ( ) ( )
( 2) ( 4)

1 1 / 2 1 1 / 4
2 ( 2) ( 2) 4

1 1 1( ) [ ] ( )
2 2 4

Ft

t t t t

x t te u t X j
j

Y j X j H j
j j

j j j j

y t e te t e e u t

ω
ω

ω ω ω
ω ω

ω ω ω ω

−

− − − −

= ←→ =
+

∴ = =
+ +

− −
= + + +

+ + + +

= − + −

∵
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1311 12 2
3 2 3

1311 12
2 23 2 3

2 32
11 12 13 13

112

2
( 2) ( 4) 2 ( 2) ( 2) 4

2 1( )( 4)
4( 2) 2 ( 2) ( 2) 4

2 ( 2) ( 2) ( 2) 1
2( 4) 4

2 2 ( 2)
2( 4)

AA A A
j j j j j j

AA A j A A
jj j j j

AA j A j A j A
jj j

A j A
jj

ω ω ω ω ω ω

ω
ωω ω ω ω

ω ω ω
ωω ω

ω
ωω

= + + +
+ + + + + +

= + + + + → =−
=−+ + + +

= + + + + + + → =
=−+ +

−
= + +

=−+ 12 12

11 114

2 2 2 2 4

1
2

4( 4) 12
2( 4) 4

1 1 1 1( ) [ ] ( )
4 2 2 4

t t t t

A

j A A
jj

y t e te t e e u t

ω
ωω

− − − −

+ → =−

+
= + → =

=−+

= − + −

L

L



 

 

 

393

5.5 相乘性质

若 1 1 2 2

( )
1 2 2

1 2

[ ] ( ) , [ ] ( )
1[ ] [ ] [ ] ( ) ( )

2

( ) [ ] [ ] [ ]

F Fj j

F j j

j j n j n

n n

x n X e x n X e

y n x n x n X e Y e d

Y e y n e x n x n e

ω ω

ω ω θ

π

ω ω ω

θ
π

−

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

←→ ←→

= ←→

= =

∫

∑ ∑证明：

则

因为 1 12

1[ ] ( )
2

j j nx n X e e dθ θ

π
θ

π
= ∫

于是有

( )
2

( )
2

2 12

12

( )
1 1 22

[ ]

1( ) [ ] ( )
2

1( ) ( )[ ]
2

1 1( ( )) ( ) ( )
2 2

j n

n

j j j n j n

n

j j

j j jj

Y e x n X e e d e

Y e X e d

X e d X

x n e

X e X ee

ω θ

ω

ω θ θ ω

π

ω θ

π

θ ω ω

π

θ

θ
π

θ
π

θ
π π

∞
− −

=

∞
−

=−∞

−∞

−

=  
 

=

= = ∗∫

∑

∑ ∫

∫即

上式响应于 和 的周期卷积，并且在这个式子中的积分可
1 2( ) ( )j jX e X eω ω

2

1[ ] ( )
2

( ) [ ]

j j n

j j n

n

x n X e e d

X e x n e

ω ω

π

ω ω

ω
π

∞
−

=−∞

=

=

∫

∑
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以在任意 长度的区间内进行。卷积的一般形式（积分区间从 ）常

称为非周期卷积，以与周期卷积相区分。

例:   已知 ，求 的傅立叶变换。

2π −∞ ∞∼

0[ ] j nx n e ω

0

0

0

0 0

0

0

2

00
( )

( )

2 ( 2 )

[ ] ( ) ( 2 )

( ) ( )

( )
[ ] ( )

j n F

k

j n F j

k

j

j

j n jF

e k

x n e X e k

X e d

X e
x n e X e

ω

ω ω

π θ

ω ω

ω ω ω

π δ ω ω π

δ ω ω π

δ ω θ ω θ

∞

=−∞

∞

=−∞

−

−

←→ − −

∴ ←→ ∗ − −

= − −

=

←→

∑

∑

∫

∵

这就是频移性——也称调制特性

[ ] ( )F jx n X e ω←→

将积分区间取为 得0 2π∼
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5.6     傅里叶变换性质和基本傅里叶变换对列表（P 277页）

表5.1综合了离散时间傅里叶变换的若干重要性质,并指出在正文中讨论它们

的节次。

表5.2 汇总了一些基本而最重要的离散时间傅立叶变换对。

5.7    对偶性

在连续时间傅里叶变换中的分析公式和总合公式之间存在某种对偶性,即
1( ) ( )

2

( ) ( )

j t

j t

x t X j e d

X j x t e dt

ω

ω

ω ω
π

ω

∞

−∞

∞ −

−∞

 =

 =

∫

∫
然而,在离散时间傅里叶变换中的分析公式和总合公式之间不存在对偶性,即

2

1[ ] ( )
2

( ) [ ]

j j n

j j n

n

x n X e e d

X e x n e

ω ω

π

ω ω

ω
π

∞
−

=−∞

 =

 =


∫

∑

图形见P208

连续

连续

图形见P259

连续

离散

( ) ( )
( ) 2 ( )

F

F

x t X j
X jt x

ω

π ω

←→

←→ −
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0

0

[ ]

1 [ ]

jk n
k

k N

jk n
k

n N

x n a e

a x n e
N

ω

ω

=

−

=

 =


 =


∑

∑

但在离散时间傅里叶级数的综合公式和分析公式之间存在对偶性,即

另外,在离散时间傅里叶变换和连续时间傅里叶级数之间也存在一种对偶关系,即

0

0

( )

1 ( )

jk t
k

k

jk t
k T

x t a e

a x t e dt
T

ω

ω

∞

=−∞

−

 =

 =

∑

∫ 2

( ) [ ]

1[ ] ( )
2

j j n

n

j j n

X e x n e

x n X e e d

ω ω

ω ω

π
ω

π

∞
−

=−∞


=


 =

∑

∫

连续时间傅里叶级数
离散时间傅里叶变换

图形见P155

离散

离散

连续

离散 离散

连续
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5.7.1  离散时间傅里叶级数的对偶性
0

0
1

[

[

]

] jk n

jk n
k

k N

k
n N

a x

x n a e

n e
N

ω

ω

−

=

=




 =


=


∑

∑
离散时间傅里叶级数公式为

如果将 x [ n ]的傅里叶级数系数 表示为一周期为N的离散信号 a [ k ] ,则(B)式

变为

(A)

(B)

0
1[ ] [ ] jk n

n N
a k x n e

N
ω−

=

= ∑

将上式中的 k 与 n 对换,则有
0

1[ ] [ ] jk n

k N
a n x k e

N
ω−

=

= ∑

再把上式中的 k 换成 – k ,则得到 0
1[ ] [ ] jk n

k N
a n x k

N
e ω

=

= −∑

因为一个周期信号 x [ n ] 的傅里叶系数 本身就是一个离散周期序列，所以就

能将这个序列 展开成傅里叶级数。

ka
ka

ka

见P152页式(3.98）
k k Na a +=

目的是将 化成级数

展开形式
ka



 

 

 

398

上式为 a [ n ] 的傅里叶级数形式,其系数为 1 [ ]x k
N

−

于是得到如下对偶关系

[ ] [ ]
1[ ] [ ]

Fs

Fs

x n a k

a n x k
N

←→

←→ −

若

则

式中 N——为 x[ n ] 的周期。

该性质意味着：离散时间傅里叶级数的每一个性质都有其对应的一个对偶关系存

在。
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例5.16   求周期为N=9的下面信号的傅里叶级数系数 ：

1 sin(5 / 9) , 9
9 sin( / 9)[ ]

5 , 9
9

n n
nx n

n

π
π

 ≠= 
 =

的倍数

的倍数

(5.72)

ka

解：在第三章曾求得一个周期矩形方波的傅里叶级数系数在形式上与(5.72)式很

相象。由对偶性可想到x [ n ] 的傅里叶系数也一定具有矩形方波的形式。

为了更仔细地看出这点，令 g [n] 是一个周期为N = 9 的周期方波，即有

1 , 2
[ ]

0 , 2 4
n

g n
n

 ≤=  < ≤ n
-7        -4     -2     0     2      4

g [n]

[ ] [ ]

[ ] 1 [ ]

Fs

Fs x k

x n a k

a n
N

←→

←→ −
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0 0

0
0 0 0

0

0 0 0
0

0 0 0

2 4
( 2 )

2 0
54

2 2

0
5 / 2 5 / 2 5 / 2

2
/ 2 / 2 / 2

0

0

1 1[ ]

1 1 1
1

1 [ ]
[ ]

sin(5 / 2)1 1 sin(5 / )
sin( / 2) sin( / )

1

jk n jk m
k

n m
j k

j k jk m j k
jk

m
j k j k j k

j k
jk jk jk

b g n e e
N N

ee e e
N N e

e e ee
N e e e

k k N
N k N k N

ω ω

ω
ω ω ω

ω

ω ω ω
ω

ω ω ω

ω π
ω π

− − −

= − =

−
−

−
=

− −

− −

= =

−
= =

−

−
=

−

= =

=

∑ ∑

∑

sin(5 / 9) 0, , 2
9 sin( / 9)

5 0, , 2
9k

k k N N
k

b k N N

π
π

≠ ± ±

= = ± ±

L

L
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比较 与例题所给x [n] ,它们是相同的信号。因此根据对偶性，有kb

1 , 21[ ] [ ] 9
9 0 ,2 4

Fs k
x n g k

k

 ≤←→ − = 
 < ≤

[ ] [ ]
1[ ] [ ] [ ]
9

Fs

Fs

g n b k

x n b n g k

←→

= ←→ −

所以

[ ] [ ]
1[ ] [ ]

Fs

Fs

x n a k

a n x k
N

←→

←→ −

1 sin(5 / 9) , 9
9 sin( / 9)

5 , 9
9

k

k k
kb

k

π
π

 ≠= 
 =

即

的倍数

的倍数

1 , 2
[ ]

0 , 2 4
n

g n
n

 ≤=  < ≤
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5.7.2离散时间傅里叶变换和连续时间傅里叶级数之间的对偶性

2

1[ ] ( )

( ) ]

2

[

j j n

j j n

n

x n X e e d

X e x n e

ω ω

π

ω ω

ω
π

∞
−

=−∞

 =

 =


∫

∑

0

0

( )

1 ( )

jk t
k

k

jk t
k T

x t a e

a x t e dt
T

ω

ω

∞

=−∞

−

 =

 =

∑

∫

（5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

离散时间傅里叶变换公式

连续时间傅里叶级数公式

注意到:       (5.73)式和(5.76)式是很相像的;   (5.74)式和(5.75)式也很像。

连续

离散

连续

离散

见P136--137

见P259
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先看(5.74)和（5.75)式：

ω

0( ) ([ ] ) jk tj

n

j n
k

k
X e x e x a en t ωωω

∞ ∞
−

=−∞ =−∞

= =∑ ∑

0( ) [ ] [ ] jk tjt jkt

k k
X e x k e x k e ω

∞ ∞
−−

=−∞ =−∞

= =∑ ∑

在将上式中 k 换成 – k ,可得 0( ) [ ]jt jk t

k
eX e x k ω

∞

=−∞

−= ∑

上式是周期为 的 信号的傅里叶级数形式。其系数为 x[ -k ] 。

于是得到如下对偶关系

( )jtX e2π

[ ] ( )
( ) [ ]

F j

Fsjt

x n X e
X e x k

ω←→

←→ −

若

则

将（5.74)式中的 换成 t , n 换成 k ,则有

（均为连续）

0
2 2 1

2T
π π

ω
π

= = =

0k kω =
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再看（5.73)和（5.76)式：（式中 x ( t ) 为 周期，此时 ）

0

2

1

1[ ] (

( )

)
2

jk t

T

j j n

k e dt
T

x n X e

a t

e d

x ω

ω ω

π
ω

π

− =

 =


∫

∫

ω

得
2

1 ( )
2

jn
na x e dω

π
ω ω

π
−= ∫

令 得：ω ω= −
2

[ ] (1 )
2

jn
na n xa e dω

π
ω ω

π
= −= ∫

于是得到如下对偶关系
( )

[ ] ( )

Fs
k

F
n

x t a
a n a x ω

←→

= ←→ −

2π

将(5.76)式的 t 换成 ，k换成 n .

均为离散

可见，离散时间傅里叶变换与连续时间傅里叶级数之间存在对偶关系。

0 1ω =
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例5.17 利用离散时间傅里叶变换综合公式和连续时间傅里叶级数分析公式之

间的对偶性来求下面的离散时间傅里叶变换。

sin( / 2)[ ] nx n
n

π
π

=

解：为了利用对偶性首先必须确认一个周期 T =        的连续时间信号g (t) ,使其

傅里叶系数 。由P135页例3.5可知, g ( t ) 是一个周期为

2π
[ ]ka x k= 2π

( )

[ ] ( )

Fs
k

F
n

x t a
a n a x ω

←→

= ←→ −
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0 2 / 1Tω π= =(即基波频率 )的周期性方波,为

1

1

1 ,
( )

0 ,
t T

g t
T T π

 ≤=  < ≤

那么, g ( t ) 的傅里叶级数系数是
1

0 0

1

1sin( )1 1( )
Tjk t jk t

k T T

kTa g t e dt e dt
T T k

ω ω

π
− −

−
= = =∫ ∫

若取 ,就有 。这时, g ( t ) 的分析公式为1 / 2T π= [ ]ka x k=

1

1

/ 2

/ 2

sin( / 2) 1 1( ) (1)
2 2

T jkt jkt

T

k g t e dt e dt
k

π

π

π
π π π

− −

− −
= =∫ ∫

将 k 写为 n , t  写为 ,则有ω
/ 2

/ 2

sin( / 2) 1 (1)
2

jnn e d
n

π ω

π

π
ω

π π
−

−
= ∫

( )g t

1T1T−T− T
t

( )

[ ] ( )

Fs
k

F
n

x t a
a n a x ω

←→

= ←→ −

再令 得：ω ω= −
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/ 2

/ 2

sin( / 2) 1 (1)
2

j nn e d
n

π ω

π

π
ω

π π −
= ∫

上式右边具有对 x [n] 的傅里叶变换综合公式的形式,这里

1 , / 2
( )

0 , / 2
jX e ω ω π

π ω π
 ≤=  < ≤ 2

1[ ] ( )
2

j j nx n X e e dω ω

π
ω

π
= ∫
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5.8   由线性常系数差分方程表征的系统

对一个LTI系统而言,其输出 y [n] 和输入 x [n] 间的线性常系数差分方程一般

具有如下形式:

0 0
[ ] [ ]

N M

k k
k k

a y n k b x n k
= =

− = −∑ ∑

本节将利用离散时间傅里叶变换的几个性质导出由这样一个方程所描述的LTI

系统的频率响应 。

有两种方法来确定 ：

1、利用复指数是LTI系统特征函数这一事实来求。

若 是一个LTI系统的输入，那么其输出就一定具有

这种形式。将这些表达式代入（5.78)式, 做一些代数运算就可解出 。

2、利用离散时间傅里叶变换的卷积、线性和时移性质来求。

设 、 和 分别为输入 x [n] 、输出 y [n] 和单位脉冲响

应 h [n] 的傅里叶变换，那么离散时间傅里叶变换的卷积性质就意味着有

( )jH e ω

( )jH e ω

[ ] j nx n e ω= ( )j j nH e eω ω

( )jH e ω

( ) ( ) ( )j j jX e Y e H eω ω ω

（5.78)

( ) ( ) / ( )j j jH e Y e X eω ω ω=
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在(5.78)式两边应用傅里叶变换,并利用线性和时移性质,可得

0 0

0

0

( ) ( )

( )( )
( )

N M
jk j jk j

k k
k k

M
jk

j k
j k

Nj
jk

k
k

a e Y e b e X e

b e
Y eH e
X e a e

ω ω ω ω

ω
ω

ω
ω

ω

− −

= =

−

=

−

=

=

= =

∑ ∑

∑

∑
或 (5.80)

由(5.80)式可见,像在连续时间情况下一样,                 是两个多项式的比。只是在离

散时间下，这些多项式的变量是 。分子多项式的系数就是（5.78)式右边的

系数;而分母多项式的系数就是(5.78)式左边的系数。因此,由(5.78)式表征的LTI系

统的频率响应就能够凭直观写出来。

( )jH e ω

je ω−
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例5.18  考虑一因果LTI系统,其差分方程为

[ ] [ 1] [ ] , 1y n ay n x n a− − = <

求 该系统的单位脉冲响应 h [ n ] 。

解:    由(5.80)式,该系统的频率响应是

1( )
1

j
jH e

ae
ω

ω−=
−

由P257页例5.1可知,上式就是序列 的傅里叶变换。因此,该系统的单位

脉冲响应是

例5.19    考虑一因果LTI系统,其差分方程为

[ ]na u n

[ ] [ ]nh n a u n=

3 1[ ] [ 1] [ 2] 2 [ ]
4 8

y n y n y n x n− − + − =

求:   该系统的单位脉冲响应 h [ n ] 。

解:    由(5.80)式,该系统的频率响应是
2

2( ) 3 11
4 8

j

j j
H e

e e

ω

ω ω− −
=

− +



 

 

 

411

为求单位脉冲响应

1、将上式的分母因式分解为： 2( ) 1 1(1 )(1 )
2 4

j

j j
H e

e e

ω

ω ω− −
=

− −

2、按部分分式展开，即 1 2( ) 1 11 1
2 4

j

j j

A AH e
e e

ω

ω ω− −
= +

− −

1 2

2 4

2 1(1 ) 41 1 2(1 )(1 )
2 4

2 1(1 ) 21 1 4(1 )(1 )
2 4

4 2( ) 1 1(1 ) (1 )
2 4

j

j

j
e

j j

j
e

j j

j

j j

A e
e e

A e
e e

H e
e e

ω

ω

ω

ω ω

ω

ω ω

ω

ω ω

−

−

−
=

− −

−
=

− −

− −

= − =
− −

= − = −
− −

= −
− −
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3、写出式中每一项的反变换为

1 1[ ] 4( ) [ ] 2( ) [ ]
2 4

n nh n u n u n= −

例5.20   考虑例5.19的LTI系统,并设系统输入为
1[ ] ( ) [ ]
4

nx n u n=

求: 系统输出 y [n]

解:利用(5.80)式和例5.18 ,可得

2

2 1( ) ( ) ( ) [ ][ ]1 1 1(1 )(1 ) 1
2 4 4

2
1 1(1 )(1 )
2 4

j j j

j j j

j j

Y e H e X e
e e e

e e

ω ω ω

ω ω ω

ω ω

− − −

− −

= =
− − −

=
− −
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按部分分式展开得

11 12 2

2 2

11 12 2

2

2( ) 1 1 1 1 1(1 )(1 ) 1 (1 ) 1
2 4 4 4 2

4 , 2 , 8
4 2 8( ) 1 1 11 (1 ) 1
4 4 2

1 1 1[ ] 4( ) 2( 1)( ) 8( ) [ ]
4 4 2

j

j j j j j

j

j j j

n n n

B B BY e
e e e e e

B B B

Y e
e e e

y n n u n

ω

ω ω ω ω ω

ω

ω ω ω

− − − − −

− − −

= = + +
− − − − −

=− =− =

=− − +
− − −

 = − − + + 
 

可求得

即

则有
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5.9  小结

这一章和第四章相并行地研究了离散时间信号的傅里叶变换,并考察了它的许

多重要性质。已经看到连续时间和离散时间傅里叶分析之间有很多类似之处，同

时也看到了某些重要的差别。

1、类似点

例如，在离散时间情况下，傅里叶级数和傅里叶变换之间的关系是非常类似

于在连续时间情况下两者之间的关系。尤其是，从离散时间傅里叶级数导出非周

期信号的离散时间傅里叶变换的过程与在连续时间情况下所对应的几乎是完全一

样。再者，连续时间傅里叶变换的很多性质都能在离散时间情况下找到相应的性

质。

2、不同点

例如，一个非周期信号的离散时间傅里叶变换总是周期的，且周期为 。

除了上述异同点外，还讨论了连续时间和离散时间信号的傅里叶表示之间的对偶

关系。

2π
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作业：P285

1、题5.7

2、题5.19

3、题 5 .51 1 1 1[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
2 2 4

n nh n u n u n= +
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第六章

信号与系统的时域和频域特性
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P285   题 5.7 利用傅立叶变换性质，确定下面傅立叶变换所对应的时域信号是：

1）实、虚信号，或均不是；2）偶、奇信号，或均不是。

a) 10
1 1
( ) (sin )j j

k
X e e kω ω ω−

=
= ∑

解： 1
10

1 1
10

1 1

( ) ( )

( ) (sin )

( ) (sin ) ( )

j j

j j
k

j j j
k

X e X e

X e e k

X e e k X e

ω ω

ω ω

ω ω ω

ω

ω

∗ −

−
=

∗ − −
=

=

≠

= −

= −

∑
∑

若为实信号则应：

现

• 所以，该信号不是实信号

10 10

1 1

10
1 1

cos (sin ) sin (s( ) n) )(s iin
k k

j j
k

X k je ke kω ω ω ω ωω ω−
= = =

= = −∑ ∑ ∑∵又

2

10

12

10

12

1[ ] ( )
2

1[ ] sin (sin )
2

1[ ] sin (sin )
2

j j n

j n
k

j n
k

x n X e e d

x n j k e d

jx n k e d

ω ω

π

ω

π

ω

π

ω
π

ω ω ω
π

ω ω ω
π

=

=

=

= −

=

∫

∑∫

∑∫

而综合公式为 奇函数
偶函数

所以为虚信号

经反变换可得

即有

• 由（A）式可见，该信号既不是偶也不是奇——即均不是

（A）
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b)、 )5cos()sin()(2 ωωω jeX j =
解：1、若为实信号则应：

)()5cos()sin()(

)5cos()sin()(
)()(

2
*

2

2

*

ωω

ω

ωω

ωω

ωω
jj

j

jj

eXjeX

jeX
eXeX

==

−=

=

−

−

−

现

可见，时域信号为实信号。

2、 )5cos()sin()(2 ωωω jeX j =∵ 为虚且奇。所以，对应的时域信号

为实奇信号。

c)、







≤<−=

≤≤−=+
=

−+−

−+−

πωπ

πω
ωπω

ωπω
ω

8/;

8/0;11
)(

2/3)2/3(

2/3)2/3(

3 jj

jj
j

ee

ee
eX

解：1）、若为实信号则应： )()( * ωω jj eXeX −=







≤<−

≤≤−
=−

πωπ

πω
ω

ω
ω

8/;

8/0;1
)(

2/3

2/3

3 j

j
j

e

e
eX
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)(
8/;

8/0;1
)(* 32/3

2/3

3
ω

ω

ω
ω

πωπ

πω
j

j

j
j eX

e

e
eX =







≤<−

≤≤−
=

−

−
−

所以对应的时域信号为实信号。

2）、







≤<−=

≤≤−=+
=

−+−

−+−

πωπ

πω
ωπω

ωπω
ω

8/;

8/0;11
)(

2/3)2/3(

2/3)2/3(

3 jj

jj
j

ee

ee
eX∵

因为它既不是偶信号也不是纯虚信号，所以其对应的时域信号不是偶信号也不

是奇信号。
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题5.19 考虑一因果稳定的LTI系统S，其输入和输出可通过下面二阶差分方程关

联： ][]2[
6
1]1[

6
1][ nxnynyny =−−−−

a)、求该系统的频率响应

b)、求系统的单位脉冲响应 h [n]

)( ωjeH

解：

][])
3
1(

5
2)

2
1(

5
3[][

)
3
11(

5/2

)
2
11(

5/3

)
3
11(

2

)
2
11(

1

)
3
11)(

2
11(

1)(

6
1

6
11

1)(
2

nunh

ee

e

k

e

k

ee
eH

ee
eH

nn

jj

jjjj

j

jj

j

−+=∴

+
+

−
=

+
+

−
=

+−
=

−−
=

−−

−−−−

−−

ωω

ωωωω

ω

ωω

ωa) 、

b)、
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附录A：部分分式展开：
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
m m

m m
n n

n n

v v vH
a v a v a v a

β β β β
ν

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
L
L

一、

1、对于连续时间傅立叶分析来说： v  相当于（ ）；

2、对于拉斯变换来说： v相当于复变量 s  ；

3、在离散傅立叶分析中： v相当于（ ）；

4、对于z变换 ： v相当于 或 z   。

二、

1、如果 m < n ,则H（v)称为严格真有理函数——这时可先将分母因式分解，

jω

je ω−

1z−

1
1 1 0

1 2

1 2

1 2

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

m m
m m

n

n

n

v b v vH v
v v v

AA AH v
v v v

β β β
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

−
−+ + + +

=
− − −

= + + +
− − −

L
L

L再确定系数 1 2, , nA A AL
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2、如果 ，可用除法将H（v)写成一个v的多项式与一个严格真有理函数

之和，即

m n≥
1 2

1 1 2 1 0
1 1 0 1

1 1 0

( )
n n

m n m n n n
m n m n n n

n

b v b v b v bH v c v c v c v c
v a v a v a

− −
− − − − −

− − − −
−

+ + +
= + + + + +

+ + + +
LL

L
三、P297题5.51
(a)、考虑一离散时间系统，其单位脉冲响应为：

][)
4
1(

2
1][)

2
1(][ nununh nn +=

求一个关联该系统输入和输出的线性系数差分方程。

解：

]1[2/1][2/3]2[8/1]1[4/3][
8/14/31

2/12/3)(

4
11

2/1

2
11

1)(][)
4
1(

2
1][)

2
1(][

2

−−=−+−−
+−

−
=

−
+

−
=→←+=

−−

−

−−

nxnxnynyny
ee

eeH

ee
eHnununh

jj

j
j

jj

jFnn

ωω

ω
ω

ωω

ω

可得：
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题5.51(b)已知一个因果LTI系统的方框图，

1. 求关联该系统x[n]和y[n]的差分方程。

2. 求该系统的频率响应

3. 求该系统的单位脉冲响应h[n]

1)求差分方程
1[ ]y n 2[ ]y n 3[ ]y n

•设中间变量 ， ， 。1[ ]y n 2[ ]y n 3[ ]y n

1
1 1 1

2
2 1 1 2

1

3
3 2 3 3

2

3 3 4
3

( )1 1[ ] [ 1] [ ] ( ) 13 ( ) 1
3

( )1 1[ ] [ ] [ 1] ( ) 1
2 ( ) 2

( )1 1[ ] [ ] [ 1] ( ) 12 ( ) 1
2

1 ( )[ ] [ ] [ 1] ( )
4 (

j
j

j
j

j
j j

j

j
j

j
j

j
j

j

Y ey n y n x n H e
X e e

Y ey n y n y n H e e
Y e
Y ey n y n y n H e
Y e e

Y ey n y n y n H e
Y e

ω
ω

ω
ω

ω
ω ω

ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω

−

−

−

= − + ⇒ = =
−

= − − ⇒ = = −

= − − ⇒ = =
+

= + − ⇒ =
1

) 4
je ω−= +

)( ωjeH
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2

2

1 7 11 1( )(1 )
4 8 24 2( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) 1

2 3 6 6

j jj j

j

j j j j

e ee e
H e

e e e e

ω ωω ω

ω

ω ω ω ω

− −− −

− − − −

+ −+ −
= =

+ − + −

1 1 1 7 1[ ] [ 1] [ 2] [ ] [ 1] [ 2]
6 6 4 8 2

y n y n y n x n x n x n+ − − − = + − − −则差分方程为：

2、系统频率响应为：

3 2 1

3 2 1

2

2

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1( )( )(1 )( )1 14 21 1
2 3

1 7 11 1( )(1 )
4 8 24 2

1 1 1 1(1 )(1 ) 1
2 3 6 6

j j jj j
j

j j j j j

j j

j j

j jj j

j j j j

Y e Y e Y eY e Y eH e
X e Y e Y e Y e X e

e e
e e

e ee e

e e e e

ω ω ωω ω
ω

ω ω ω ω ω

ω ω

ω ω

ω ωω ω

ω ω ω ω

− −

− −

− −− −

− − − −

= =

= + −
+ −

+ −+ −
= =

+ − + −

得
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3、求该系统的单位脉冲响应
2

2

1 7 11 1( )(1 )
4 8 24 2( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) 1

2 3 6 6

j jj j

j

j j j j

e ee e
H e

e e e e

ω ωω ω

ω

ω ω ω ω

− −− −

− − − −

+ −+ −
= =

+ − + −
∵

可见，分子分母的阶数相同，所以得用长除法将上式化为一个多项式与一个严格

真有理函数之和的形式。即

2

2

2 2

2

1 2

1 1( )(1 ) 1 2 2 1 64 2( ) 1 1 4 4 2 4(1 )(1 )
2 3

3

4 4 2 4 1 2 2 1 6

1 2 1 2 7 2
9 6 6

3 3 2 2 3( ) 3 3 [
4 ( 3)( 2 ) 4 ( 3) ( 2

j j
j j

j
j j

j j

j j j j

j j

j

j
j

j j j j

e e e eH e
e ee e

e e e e

e e
e

A AeH e
e e e e

ω ω
ω ω

ω
ω ω

ω ω

ω ω ω ω

ω ω

ω

ω
ω

ω ω ω ω

− −
− −

− −
− −

− − − −

− −

−

−

− − − −

+ − − −
= =

− −+ −

− − − −

− − −
− +

− +
= + = + +

− + − +

∵

]
)
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1 2
1 3 2 8,
5 5

A A= = −可求得：

3 1 3 / 5 2 8 / 5( ) 3 [ ]
4 ( 3 ) ( 2 )

1 3 / 2 0 2 1 / 1 03 1 1(1 ) (1 )
3 2

j
j j

j j

H e
e e

e e

ω
ω ω

ω ω

− −

− −

= + −
− +

= − −
− +

13 1 21 1[ ] 3 [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
20 3 10 2

n nh n n u n u nδ= − − −得
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题 5.8     当 πωπωπδ
ω

ω
ω

ω ≤<−+
















−
= − ),(5

2
sin

2
3sin

1
1)( j

j

e
eX

求：x [n]

解：频域中 因子是时域表示累加操作。即：

-1    0   1   2

1

n

x1[n]ωje−−1
1

∑∑
∞

−∞=
−

−∞=

−+
−

→←
k

jj
j

n

k
keXeX

e
kx )2()()(

1
1][ 0 πωδπω

ω

现看x1[n] =u[n+1]-u[n-1]的傅立叶变换：

31)(

)2/sin(
)2/3sin(

][
][

1
1

)(

1

1

1

1

00
1

2/2/2/

2/32/32/33

2

0

2

0

)1(
1

1
1

===

=
−
−

=
−
−

=

===

∑∑

∑∑∑

−=−=

−

−−

−−

−

−

=

−

=

−−

−=

−

kk

njj

jjj

jjj
j

j

j
j

m

mjj

m

mj

k

njj

eeX

eee
eeee

e
ee

eeeeeX

ω
ω

ωωω

ωωω
ω

ω

ω
ω

ωωωωω
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πωπωπδ
ω
ω

πωδπ

ω

ω
ω

≤<−+
−

=

−+
−

→←

−

∞

−∞=
−

−∞=
∑∑

,)(3
)2/sin(
)2/3sin(

1
1

)2()()(
1

1][ 0
111

j

k

jj
j

n

k

e

keXeX
e

kx

又因为： )(21 ωπδ→←F

所以：









≥
≤≤−+

−≤
=+=

≤<−

++
















−
=→←+=

∑

∑

−∞=

−
−∞=

2,4
11,3

2,1
][1][

)(2)(3

2
sin

2
3sin

1
1)(][1][

1

1

n
nn

n
nxnx

e
eXnxnx

n

k

j
jF

n

k

πωπ

ωωδωπδ
ω

ω
ω

ω

1

n

x1[n]

-1    0   1   2
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P100页

题2.17     考虑一LTI系统，其输入x(t)和输出y(t)由下面微分方程描述：

( ) 4 ( ) ( )d y t y t x t
dt

+ =

系统满足初始松弛的条件。

（a)若 ,求 y(t) = ?( 1 3 )( ) ( )j tx t e u t− +=
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解：1、经典法 ( ) ( ) ( )h py t y t y t= +
44 0 4 ( ) ( )t

hy t Ae u tλ λ −+ = = − ∴ =∵

( 1 3 ) ( 1 3 )( ) ( ) ( ) ( )j t j t
px t e u t y t Be u t− + − += ∴ =∵

1）

2）

代入方程得

设

( 1 3 ) ( 1 3 ) ( 1 3 )( 1 3 ) 4
1 1( 1 3 ) 4 1 ,

4 ( 1 3 ) 3(1 )

j t j t j tBe j Be e

B j B B
j j

− + − + − +− + + =

− + + = = =
+ − + +

4 ( 1 3 )

4 ( 1 3 )

( 1 3 ) 4

1( ) ( ) ( )
3(1 )

1 1(0) 0 ,
3(1 ) 3(1 )
1 1( ) ( ) ( )

3(1 ) 3(1 )
(1 ) [ ] ( )

6

t j t

t j t

j t t

y t Ae u t e u t
j

y A A
j j

y t e u t e u t
j j

j e e u t

− − +

− − +

− + −

∴ = +
+

= + = = −
+ +

= − +
+ +

−
= −
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2、用傅立叶变换
1( ) 4 ( ) ( ) , ( )

4
d y t y t x t H j
dt j

ω
ω

+ = ∴ =
+

∵

( 1 3 ) 1( ) ( ) , ( )
( 1 3 )

j tx t e u t X j
j j

ω
ω

− += ∴ =
− − +

∵

即

1 2

1( ) ( ) ( )
( 4)[ ( 1 3 )]

4 ( 1 3 )

Y j H j X j
j j j

A A
j j j

ω ω ω
ω ω

ω ω

= =
+ − − +

= +
+ − − +

可求得
1 2

( 1 3 ) 4

1 (1 ) 1 (1 ),
3(1 ) 6 3(1 ) 6

(1 ) 1 1( ) [ ]
6 ( ( 1 3 ) ( 4)

(1 )( ) [ ] ( )
6

j t t

j jA A
j j
jY j

j j j
jy t e e u t

ω
ω ω

− + −

− −
= − = − = =

+ +
−

= −
− − + +

−
= −
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6.0 引言

一个LTI系统既可通过时域特性来描述,也可利用系统频率响应的频率特性来
表示。

由于时域中的微分方程和卷积运算在频域都变成了代数运算，所以利用频域

来分析LTI系统就特别方便。

然而，在系统设计中，对频域和时域的要求一般都需要进行综合考虑。因为

在大量的应用中，对于一个系统既从频域，又从时域两方面提出了或限定了一定

的特性要求。而这些要求又往往是互相矛盾的。所以在系统设计和分析中将时域

特性与频域特性联系起来并给以权衡考虑是很必要的。

6.1  傅里叶变换的模和相位表示

一般说来,傅里叶变换是复数值的。所以可用它的实部和虚部，或用它的模

和相位来表示。连续时间傅里叶变换 的模—相表示如下：( )X jω

离散时间傅里叶变换 的模—相表示如下：( )X jω

)()()( ωωω jXjejXjX ∠=

)()()(
ωωω jeXjjj eeXeX ∠=
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模所描述的是一个信号的基本频率含量，也即给出的是组成x ( t )的各复指数

信号相对振幅的信息。

相位角 不影响各个频率分量的大小，但是提供了有关这些复指数

信号的相对相位信息。由 所代表的相位关系对信号 x ( t )的本质属性

有显著的影响，因此，即使模函数不变，也能得出看上去很不同的信号。

例如信号为

1 2 3
1 2( ) 1 cos(2 ) cos(4 ) cos(6 )
2 3

x t t t tπ φ π φ π φ= + + + + + +

选择不同的 ，就可给出不同的信号波形。参见图6.11 2 3, ,φ φ φ

)( ωjX∠

)( ωjX∠
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6.2  LTI系统频率响应的模和相位表示

1、根据连续时间傅里叶变换的卷积性质,一个LTI系统的输入和输出的傅里叶

变换可表示为
( ) ( ) ( )Y j H j X jω ω ω=

2、在离散时间情况下,一个LTI系统的输入和输出的傅里叶变换可表示为
( ) ( ) ( )j j jY e H e X eω ω ω=

可见，一个LTI系统对输入的作用就是改变信号中每一频率分量的复振幅。

利用模—相表示来看这个作用就能更详细地明了这个作用的性质。

在连续时间情况下可表示为

离散时间情况下可表示为 称系统的增益

称系统的相移 )()()(
)()()(

ωωω

ωωω

jXjHjY
jXjHjY
∠+∠=∠

=

)()()(

)()()(
ωωω

ωωω

jjj

jjj

eXeHeY

eXeHeY

∠+∠=∠

=
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系统的相移可以改变输入信号中各分量之间的相对相位关系，这样，即使系统的
增益对所有频率都为常数的情况下，也有可能在输入的时域特性上产生很大的变
化。

如果系统对输入的改变是不希望的，则称失真（幅度和相位）

下面将给出几个概念和方法，以便更完整的了解这些影响。
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6.2.1     线性与非线性相位

1、线性相位——相移与频率 成线性关系。

例如，在连续时间情况下若一个LTI系统的频率响应为

ω

在离散时间情况下，当线性相位的斜率是一个整数时，其产生的效果与连续

时间情况下是类似的。

例如若一个LTI系统的频率响应为

具有这种频率响应特性的系统所产生的输出就是输入的时移，即

0( ) ( )y t x t t= −

则具有这种频率响应特性的系统所产生的输出就是输入的时移，即

0[ ] [ ]y n x n n= −

ω

斜率= 0t−

)( ωjH∠

0

)(

)(,1)(

)()( 0

tjHjH

ejHejH jHjtj

ωωω

ωω ωω

−=∠=

== ∠−

0

)(

)(,1)(

)()( 0

neHeH

eeHeeH
jj

eHjjnjj j

ωωω

ωωω ω

−=∠=

== ∠−
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2、非线性相位——相移与频率 成非线性关系

图6.3表示了一个信号加到三个不同的系统上的情况.

ω

上述例子中考虑的系统具有单位增益,当输入信号傅里叶变换的模通过这些系统

时都没有改变。为此,这样的系统一般称为全通系统。

输入信号波形
具有线性响应的
系统响应

具有非线性相位特性的
系统输出（系统的增益
为1）

具有非线性相移系
统的输出（再附加
一个线性相移项）

0
1( ) j tH j e ωω −=

0
3 2( ) ( ) j tH j H j e ωω ω −=)(

2
2)( ωω jHjejH ∠=
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6.2.2   群时延

由前述可知，具有线性相位特性的系统有一个特别简单的意义，这就是时移。

例：

0( ) ( )y t x t t= −
可见，相位特性的斜率 就是时移的大小。0t−

时延的概念能直接推广到包括非线性相位特性的情况。这时可假设输入为一个窄

带信号，即输入x (t)  的傅立叶变换在以 为中心的一个很小的频率范围内。

将这个频带取得很小，就可以将该系统的相位特性在这个频带内准确地用线性关

系来近似。即

ω

斜率= 0t−

延时 0t

0ω ω=

则有 ( ) ( ) ( ) j j aY j X j H j e eφ ωω ω ω − −=

其中： ——恒定复数因子;       为 时的固定时延。
je φ−

j ae ω−
对应于时延a 的线性相移项。这个时延称为在 的群时延.0ω ω=

0

)(

)(,1)(

)()( 0

tjHjH

ejHejH jHjtj

ωωω

ωω ωω

−=∠=

== ∠− )( ωjH∠

0ω ω
φ

ajH ωφω −−≈∠ )(

)( ωjH∠

φ 0ω
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在每个频率上的群时延就等于在那个频率上相位特性斜率的负值，即群时延定
义为：

下面的例子将说明非线性群时延对一个信号的影响。

例6.1  考虑一个全通系统的单位冲击响应，

系统的频率响应 有三个因式的乘积构成为：( )H jω
3

1

( ) ( )i
i

H j H jω ω
=

= ∏
式中：

1 12

2 22

3 3

315 / , 0.066
1 ( / ) 2 ( / )( ) , 943 / , 0.033
1 ( / ) 2 ( / )

1888 / , 0.058

i i i
i

i i i

rad s
j jH j rad s
j j

rad s

ω ζ
ω ω ζ ω ω

ω ω ζ
ω ω ζ ω ω

ω ζ

= =
+ − = = =
+ +  = =

{ })()( ω
ω

ωτ jH
d
d

∠−= ajH ωφω −−≈∠ )(

因为分子是分母的复数共轭， ( ) 1iH jω =所以

∑
=

∠=∠

−
−=∠

3

1

2

)()(

]
)/(1
)/(2arctan[2)(

i
i

i

i
i

jHjH

jH

ωω

ωω
ωωζ

ω每一 的相位为：( )iH jω

则系统的总相位为：
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因为

如果将 的值限制在 之间，就得到所谓主值相位函数（也

就是将相位以 取模数）如图6.5(a)所示。2π

注意：1、这个函数包括了在各个频率上的 大小的几个不连续点，使得该相位

函数在这些点上是不可微分的。

2、然而，在任何频率上将这个相位值加上或减去 的整数倍，原来的频

率响应仍旧未变。

3、作为频率函数的群时延现在就可计算为：

见图(c).

2π

2π

)( ωjH∠ ππ ~−

{ })()( ω
ω

ωτ jH
d
d

∠−=

]
)/(1
)/(2arctan[2)( 2

i

i
i jH

ωω
ωωζ

ω
−

−=∠

]2)([)()( πωωω +∠−∠− == jHijjHij eejH

ajH ωφω −−≈∠ )(

HzfsradHzfsrad
Hzfsradf

3003/18883;150/943

;50/3152

22

11

≈→=≈→=

≈→=∴=

ωω

ωπω
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（a)

(b)

(c)

(d)

主值相位

相位

群时延

单位冲激响应

π

π−
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是 的奇函数。由于这个原因，负 部分的图就是多余的，它

可以立即由正 部分的图来得到。

应该注意：如果 h( t )是实函数，那么 是 的偶函数，而

6.23  对数模和波特图

用极坐标形式来表示连续时间和离散时间傅里叶变换和系统频率响应时,即

可以看到：相位关系是相加的，而模的关系则相乘。如果模取对数的话，就

会使相乘运算变为相加运算。从而使运算得到简化。一般采用的对数尺度是以

为单位的，称为分贝(dB)。1020log

( )H jω ω

ω
ω

)()()(
)()()(

)()()( )()(

ωωω

ωωω

ωωω ωω

jXjHjY
jXjHjY

ejXejHjY jXjjHj

∠+∠=∠

=∴

= ∠∠∵

)(log20 10 ωjH

)( ωjH∠

)(log10 ω

)( ωjH∠ ω

)(log10 ω
我们将

作的图称为波特图。
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6.3  理想频率选择性滤波器的时域特性
1、 连续时间理想低通滤波器具有如下形式的频率响应:

1 ,
( )

0 ,

( ) 1
( ) 0

c

c

H j

H j

ω ω
ω

ω ω

ω

θ ω

 ≤=  >
 =


=
如图 6.10(a)所示

(6.17)

cω− cω

( )H jω

ω

图6.10   (a)

1

由傅里叶反变换可求得其冲激响应为:

如图6.12(a )所示

t
t

t
tdedejHth

c

ccctjtj c

c ω
ω

π
ω

π
ω

ω
π

ωω
π

ω

ω

ωω sinsin
2
1)(

2
1)( ==== ∫∫ −

∞

∞−

可见：当t=0时有最大值 ；

当 （即 ）时，h( t ) = 0 。

πω /c

πω =tc ct ωπ /=
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( )h t

由图可见

1、冲激响应的峰值 与截止频率 成正比；

2、波形主瓣的持续时间 与 成反比。当 时，

.

/cω π cω
2 / cπ ω cω

主瓣持续时间 ，与 成反比2 / cπ ω

峰值 ，与 成正比/cω π cω

cω

∞→cω )()( tth δ→
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2、离散时间理想低通滤波器的频率响应为

1 ,
( )

0 ,
cj

c

H e ω ω ω
ω ω π

 ≤=  < ≤
(6.18)

如图6.10(b)所示,它对 是周期的ω

2π− π− cω− cω π 2π ω

( )jH e ω

其冲激响应为

n
ndedeeHnh

c

ccnjnjj c

c ω
ω

π
ω

ω
π

ω
π

ω

ω

ωω

π

ω sin
2
1)(

2
1][

2
=== ∫∫ −

当n=0时有最大值 ;

当 (即 ）时，h [n]=0。其波形如图6.12( b )所示。

πω /c

πω =nc cn ωπ /=
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注意：无论是在连续时间或是在离散时间情况下，滤波器的通带宽度都是正比于

的，而单位冲激响应的主瓣宽度反比于 。当滤波器的带宽增加

时，单位冲激响应就变的愈来愈窄。

cω cω

cω−
cω

( )jH e ω

ω
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3、在通带内具有线性相位的理想滤波器

如图6.11所示,相对于零相位的理想低通滤波器来说,仅引入一个单一的时移。即

cωcω−

k

( )H jω

ω ω
cω−

cω

图6.11

,
( )

0 ,
c

c

jke
H j

ωα ω ω
ω

ω ω

− <=  >

其冲激响应为

( ) ( )( )

( ) ( )

1 1( ) ( )
2 2
1 [ ]

2 2 ( )
sin ( )[ ]

( )2 ( )

c

c

c
c c

c

c c

j t j j t

j t j tj t

j t j t
c

c

c

h t H j e d ke e d

kke d e e
j t

tk e e
t j t

k

ωω ωα ω

ω

ω ω α ω αω α

ω

ω α ω α

ω ω ω
π π

ω
π π α

ω α
π α ω α

ω
π

∞ −

−∞ −

− − −−

−

− − −

= =

= = −
−

−−
= =

− −

∫ ∫

∫
幅值

右移a

ωω ajH −=∠ )(
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当取 时，可画出下图1k =

由图可见，冲激响应出现的时刻 比激励信号 延迟了一段时间 ，它正

是低通滤波器相频特性的斜率，如果截止频率 增大，则 峰值增加，主瓣

宽度压缩。当 时，系统将失去低通滤波器特性而变成一个无失真传输

系统。

α ( )tδ α
cω ( )h t

cω → ∞

2
c

π
ω

是非因果的
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补充：信号的无失真传输

1、信号的无失真传输，从时域来说：要求系统输出响应与输入信号的波形完

全相同（幅度可以不同，时间前后可有所不同），即

0( ) ( )y t kx t t= −

式中： k ——为与t无关的实常数，

——为延迟时间。0t
2、从频域分析，可对上式取傅立叶变换，

得 0

0 ( )

0

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) , ( )

j t

j t j

Y j kX j e
Y j H j X j
H j ke H j e

H j k t

ω

ω θ ω

ω ω
ω ω ω

ω ω

ω θ ω ω

−

−

=
=

= =

= = −

ω

( )H jω

ω

0tω−

( )θ ω

k

0

因此，无失真传输系统在频域应满足两个条件：

1）系统的幅频特性在整个频率范围内应为常数k；

2）系统的相频特性在整个频率范围内应与 呈正比。ω

因为

所以有

即
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例：电路如图所示，为获得无失真传输，试确定元件 的值。
1R 2，R

( )x t

( )X jω
( )Y jω

解：

1、先画出频域模型图。

2、由相量法可得：

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

1 2 2 1

1 2

2 2
1 2 2 1

2 2
1 2

2 1

( )( 1/ ) ( 1) ( / )( ) ( ) ( )
1/ ( ) ( 1/ )

( 1) ( / )( )( )
( ) ( ) ( 1/ )

( 1) ( / )( )
( ) ( 1/ )

( / )( )
(

R j R j R R j R RY j X j X j
R j R j R R j

R R j R RY jH j
X j R R j

R R R RH j
R R
R Rarctg

ω ω ω ω
ω ω ω

ω ω ω ω
ω ωω

ω
ω ω ω

ω ω
ω

ω ω

ω ω
θ ω

+ + + + −
= =

+ + + + + −
+ + −

= =
+ + −

+ + −
=

+ + −

−
=

1 2 1 2

( 1/ )
1) ( )

arctg
R R R R

ω ω−
−

+ +

当 时：1 2 1R R= = Ω
( ) 1

( ) 0
H jω

θ ω

=

=
即，满足无失真传输条件

0( , ( )H j k tω θ ω ω= = −

1R 2R
2R1R

电流源
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4、连续时间和离散时间理想低通滤波器的阶跃响应

阶跃响应就是单位冲激响应的积分或求和，即

( ) ( )

[ ] [ ]

t

n

m

s t h d

s n h m

τ τ
− ∞

= − ∞

 =


=


∫

∑

( )u t 线性时不变系统 ( )s t 单位阶跃响应

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
n

k k
s n u n h n h k u n k h k

+∞

= −∞ = −∞

= ∗ = − =∑ ∑

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

u ts t u t h t h d h dττ τ τ τ
+∞

−∞ −∞
−= ∗ = =∫ ∫

线性时不变系统[ ]u n [ ]s n 单位阶跃响应

所以有

( ) ( )
t

u t dδ τ τ
−∞

= ∫

[ ] [ ]
n

m
u n mδ

= − ∞

= ∑

1）连续

2）离散

[ ( )]u tτ− −

τt

1

)(th

][nh
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利用综合公式可求得单位冲激响应为：

( )

( ) ( )( )

1 1( ) ( )
2 2 ( )

( )
2 ( ) 2 ( )

sin ( ) sin ( )
( ) ( )

c c

c c

c c c

c

j j t j t

j t j tj t

c c c

c

h t ke e d ke dj t
j t

k ke e e
j t j t

t k tk
t t

ω ωωα ω ω α

ω ω

ω ω α ω αω α

ω

ω ω α
π π α

π α π α
ω α ω ω α

π α π ω α

− −

− −

− − −−

−

= = −
−

= = −
− −

− −
= =

− −

∫ ∫

下面以连续时间情况下理想低通滤波器的阶跃响应为例。

cω− cω

( )H jω

ω

1

0

sin ( )( ) ( )
( )

t t c c

c

ks t h d dω ω τ α
τ τ τ

π ω τ α−∞ −∞

−
= =

−∫ ∫

,
( )

0 ,

j
c

c

ke
H j

ωα ω ω
ω

ω ω

− <=  >

理想低通滤波器的

频率响应为：

所以理想低通滤波器的阶跃响应为：

为了方便，令 ,则 ,上式可写成( )c xω τ α− = / cd dxτ ω=
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( ) 0 ( )

0

sin sin sin( )

( )
2

[ ]

c ct t

c

k x k x k xs t dx dx dx
x x x

k k Si t

ω α ω α

ω α

π π π
π

π π

− −

−∞ −∞
= = +

= ⋅ + −

∫ ∫ ∫

其中：第一项积分

第二项积分

——称为正弦积分（是超越函数）。

抽样信号是偶信号

L−⋅+⋅−==

==

∫

∫∫
∞

∞−

!55
1

!33
1sin)(

2
sinsin

53

0

0

0

yyydx
x

xySi

dx
x

xdx
x

x

y

π
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所以，理想低通滤波器的阶跃响应可写成 ( ) [ ( )]
2 c
k ks t Si tω α

π
= + −

当 时，s( t )的波形如图6.14(a)所示。1 , 0k α= =

图(b)为离散时间理想低通

滤波器的阶跃响应

因为理想滤波器的单位冲激响应
其主瓣是从 ，

所以阶跃响应就在这个时间间隔
内其值受到最显著的变化。

max

( ) 1.8514
1 1.8514( ) 1.09
2

Si

s t

π

π

=

∴ = + ≈

∵

在 时，可求得最大值：
c

t π
ω

=
cc ωπωπ /~/−

在跳跃点附近有

过冲和振荡
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6.4 非理想滤波器的时域和频域特性讨论

• 理想滤波器的特性在实际中不一定总是所要求的：

1、要分离的信号不总是位于完全分开的频带上，当过滤具有重叠频谱的混合信

号时，宁肯希望有一个从通带到阻带具有渐渐过渡特性的滤波器。

2、由阶跃响应图可知，在跳变点附近呈现过冲和振荡，这是不希望的。

3、由单位冲激响应图可知，理想低通滤波器是非因果系统这在实际中是无法实

现的。

• 由于理想频率选择性滤波器的模特性是不能实现的，因此更可取的是滤波器

的通带和阻带特性上允许有某些灵活性。例如，在低通滤波器情况下，通带内在

单位增益上可以有某些偏离（称通带起伏或波纹）；阻带内在零增益上也可以有

某些偏离（称阻带起伏或波纹）；以及在通带边缘和阻带边缘之间允许有一个过

渡带存在。

1( )X jω 2( )X jω

频域中较窄的过渡带所

付出的代价是：在阶跃响应
（时域）中的振荡加剧

见P321图6.18
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为了控制时域特性，一般都将指标要求放在一个滤波器的阶跃响应上（如图6.17

所示）。

1）、 ——上升时间。指阶跃响应上升到它的终值所需要的时间。

2）、 ——超量。指超过阶跃响应终值的量。

3）、 ——振荡频率。

4）、 ——建立时间。指阶跃响应位于其终值 内所需要的时间。

rt

rω

st δ±

rt st

2 /r rT π ω=

∆

∆

δ±
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6.5  一阶与二阶连续时间系统

在实际中许多物理系统都可以用线性常微分方程来建模,并且这类型式的系统

往往又很容易实现。高阶系统又常常由一阶和二阶系统以级联或并联的型式来

实现或表示的。因此，一阶和二阶系统的性质在分析、设计和理解高阶系统的

时域和频域特性方面起着重要的作用。

6.5.1    一阶连续时间系统

一阶系统的微分方程可表示为: ( ) ( ) ( )dy t y t x t
dt

τ + =

其中 ——称为系统的时间常数（控制着系统响应的快慢）。τ
一阶系统的频率响应为:

（6.21)

1( )
1

H j
j

ω
ωτ

=
+1、其单位冲激响应为

/

1( )

1 1/ 1( ) 1 1

Fat

Ft

e u t
a j

e u t
jj

τ

ω
τ

τ ωτω
τ

−

−

←→
+

∴ ←→ =
++

∵

即得 /1( ) ( )th t e u tτ

τ
−=

(6.22)
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2、系统的阶跃响应为

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1( ) ( )

1
1( ) ( )

1 1 1 ( )( ) [ ( )]
1 ( 1) 1
1 ( ) ( )

( 1) ( 1)
1 1 1( ) [ ( )]

( 1) ( 1/ )

F

F

F

F

s t h t u t S j H j U j

h t H j
j

u t
j

s t
j j j j j

A A
j j j j

j j j j

ω ω ω

ω
ωτ

πδ ω
ω

πδ ω
πδ ω

ωτ ω ωτ ω ωτ

πδ ω πδ ω
ωτ ω ωτ ω

τ
πδ ω πδ ω

ωτ ω ω ω τ

= ∗ ←→ =

←→ =
+

←→ +

∴ ←→ + = +
+ + +

= + = + +
+ +

−
= + + = + −

+ +

∵

/ /( ) ( ) ( ) [1 ] ( )t ts t u t e u t e u tτ τ− −∴ = − = −

见图6.19   (a)为单位冲激响应;        (b)为阶跃响应.
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当 时,冲激响应衰减到t = 0  时的 倍.t τ= 1/ e

当 时,阶跃响应则离终值1还有t τ= 1/ e

1/τ

1/ eτ

1 1/ e−

τ

τ

/1( ) ( )th t e u tτ

τ
−=

/( ) [1 ] ( )ts t e u tτ−= −

7183.2=e
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3、再看一阶系统的波特图。 因为

2
10 1020log ( ) 10log [( ) 1]H jω ωτ= − +

1）、当 时 ，对数模近似为零；即

2）、当 时，对数模就近似为 的线性函数。即
10log ( )ω

换句话说，一阶系统的对数特性在低频和高频域的渐近线都是直线。

（低频渐近线是一条 0 dB线；而高频渐近线是一条每隔10倍频程有20dB衰减的

直线（直线的斜率为 倍频）。

3）、当 时，1/ω τ=

图6.20为一个连续时间一阶系统的波特图.

由图可见,直线近似的波特图仅在折转频率附近有明显的误差.

( ) 1/( 1)H j jω ωτ= +

所以有

20 /10db−

1<<ωτ

τωω /1,0)(log20 10 <<≈jH
1>>ωτ

τωτω

ωτω

/1,)(10log20)(10log20
)(log20)(log20 1010

>>−−=

−≈jH

dBjH 3)2(log10)(log20 1010 −≈−=ω
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2
10 1020log ( ) 10log [( ) 1]H jω ωτ= − +
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4、对 也能求得一个有用的直线近似式：

1( )
1

H j
j

ω
ωτ

=
+

∵

由直线方程导出： 10

10

10

10

log ( )

10 / log 10
2

0.1/ 0 log 0.1

,
4 4

[log ( ) 1]
4

y a b

y a b a b

y a b a b

b a

y

ωτ
π

ω τ

ω τ
π π

π ωτ

= +

= = − = + = +

= = = + = − +

= − = −

= − +

当 时，

当 时，

从而解得

即有

)( ωjH∠









≥−
≤≤+−

≤
≈−=∠ −

τωπ
τωτωτπ

τω
ωτω

/10,2/
/10/1.0,]1)()[log4/(

/1.0,0
)(tan)( 10

1jH

2
π

−

0
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可见,这条近似特性线,在

范围内是线性下降的(从 ）。

1）当 时， 的准确渐近值是零；

2）当 时， 的准确渐近值是 。

3）当 时，

/ 2π−

1/ω τ=

τωτ /10/1.0 ≤≤
2/~0 π−

τω /1<< )( ωjH∠
τω /1>> )( ωjH∠

4/)( πω −=∠ jH

1( )
1

H j
j

ω
ωτ

=
+

∵
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6.5.2    二阶连续时间系统

二阶系统的线性常系数微分方程的一般形式为

2
2 2

2

( ) ( )2 ( ) ( )n n n
d y t dy t y t x t

dt dt
ζω ω ω+ + = （6.31)

参数 ——称阻尼系数；
——称无阻尼自然频率。

ζ
nω
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例如,RLC串联电路,

可列出描述它的微分方程为

( )e t

2

2

2

2
2 2

2

( ) ( ) 1 1( ) ( )

1 ,
2

( ) ( )2 ( ) ( )

c c
c

n

c c
n n c n

d u t du tR u t e t
dt L dt LC LC

R C
LC L

d u t du t u t e t
dt dt

ω ζ

ζω ω ω

+ + =

= =

+ + =

令

得

即,RLC串联电路,就是一个二阶系统。

dt
tduCi c

c
)(

=dt
diLu c

L =

L
R

LCL
CR

n ==
1

2
22ζω
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由(6.31)式可得 2

2 2

2

1 2

2
1

2
2

( )
( ) 2 ( )

( )( )

1

1

n

n n

n

n n

n n

H j
j j

j c j c

c

c

ω
ω

ω ζω ω ω

ω
ω ω

ζω ω ζ

ζω ω ζ

=
+ +

=
− −

= − + −

= − − −
其中

二、1、若 则 ,经部分分式展开后得1,ζ ≠ 1 2c c≠

1 2

1 2

1 2

2

2

( )

2 1

( ) [ ] ( )

[ ] ( )
2 1

n

c t c t

c t c tn

M MH j
j c j c

M

h t M e e u t

e e u t

ω
ω ω

ω

ζ

ω

ζ

= −
− −

=
−

= −

= −
−

2 4
2

b b acx
a

− ± −
=

其中

单位冲激响应为

(6.37)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

（6.33)
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2、如果 ,则 ,这时有1ζ = 1 2 nc c ω= = −
2

2( )
( )

n

n

H j
j

ω
ω

ω ω
=

+

由表4.2(P234页)可知,这时的单位冲激响应为

2( ) ( )n t
nh t te u tωω −= (6.39)

另外,(6.33)式还可写成

2

1( )
( / ) 2 ( / ) 1n n

H j
j j

ω
ω ω ζ ω ω

=
+ +

可见,频率响应 是 的函数,因此改变 ,实质上是就是一个时间

和频率的尺度变换。即对 作了一次 尺度变换

( ) / nH jω ω ω nω

(6.38)

1 2

1( )
( ) 2 ( ) 1

H j
j j

ω
ω ζ ω

=
+ +

1( )
nω

2)(
1)(

ωja
tute Fat

+
→←−

22

2

)(2)(
)(

nn

n

jj
jH

ωωζωω
ωω

++
=

1

1
2

2

2
1

−−−=

−+−=

ζωζω

ζωζω

nn

nn

c

c

))((
)(

21

2

cjcj
jH n

−−
=

ωω
ω

ω
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)(])1[sin(
1

)(][
12

)(

2

2

)1()1(

2

22

tute

tuee
j

eth

n

t
n

tjtj
t

n

n

nn
n

ζω
ζ

ω

ζ

ω

ζω

ζωζω
ζω

−
−

=

−
−

=

−

−−−
−

3、由(6.34)式可知, 当 时， 和 都是复数。因此可将(6.37)式写成0 1ζ< < 1 2c c

由上式可见,对于 ,二阶系统的单位冲激响应是一个衰减的振荡。这时系

统称为欠阻尼。

4、若 ，则 和 都是实数，并且是负的，单位冲激响应就是两个

衰减的指数之差。即

0 1ζ< <

1ζ > 1 2c c
1 2

1 2

2

( ) [ ] ( )

[ ] ( )
2 1

c t c t

c t c tn

h t M e e u t

e e u tω

ζ

= −

= −
−

这时系统称为过阻尼；

5、当 时， ，这时系统称为临界阻尼。

图6.22(a)为不同阻尼系数下,二阶系统的单位冲激响应。

1ζ = 1 2 nc c ω= = −

2
1

2
2

1

1
n n

n n

c

c

ζω ω ζ

ζω ω ζ

= − + −

= − − −
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单位冲激响应图6.22(a)
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三、二阶系统的阶跃响应

• 若 二阶系统的阶跃响应可由（6.37)式算出,其表达式为

1 2

1 2 1 2
1 2

0
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )

[ ] [ ] 1 [ ] ( )
0

t t c c

c c c t c tt c c

s t h t u t h d M e e u d

te e e eM e e d M M u t
c c c c

τ τ

τ τ
τ τ

τ τ τ τ

τ

−∞ −∞
= ∗ = = −

 
= − = − = + − 

 

∫ ∫

∫

1,ζ ≠

• 若 ,二阶系统的阶跃响应可由 得出1ζ =

图6.22 (b)为在不同阻尼系数 值下,二阶系统的阶跃响应.ζ

1 2( ) [ ] ( )c t c th t M e e u t= −

( ) ( )
t

u t dδ τ τ
−∞

= ∫
2( ) ( )n t

nh t te u tωω −=
(6.39)式

12 2 −
=

ζ

ωnM

)(]1[)(]1)1([
0

)1()()()()(
0

2

tuteetute

t
ededuets

t
n

t
n

t

nn

t

n

t

n

nnn

nnn

ωωω

τωτωτω

ωω

τωτωτωτττω

−−−

−−−

∞−

−−=+−−=

−−=== ∫∫
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阶跃响应

由图可见：在欠阻尼时 ，阶跃响应既有超量，又呈现出振荡。

当 时，阶跃响应没有超量，响应最快。

当 时，响应愈来愈慢。

1ζ =

0 1ζ< <

1ζ >
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四、二阶系统的波特图

2

2 2

2

2

2 2 2

2 2 2 2
10 10

( )
( ) 2 ( )

1
( / ) 2 / 1

1
1 ( / ) 2 /

1( )
[1 ( / ) ] (2 / )

20log ( ) 10log [1 ( ) ] 4 ( )

n

n n

n n

n n

n n

n n

H j
j j

j

j

H j

H j

ω
ω

ω ζω ω ω

ω ω ζω ω

ω ω ζω ω

ω
ω ω ζω ω

ω ω
ω ζ

ω ω

=
+ +

=
− + +

=
− +

∴ =
− +

 
= − − + 

 

∵

得

从上式可导出高、低频率两条线性渐近线为

(6.43)

（6.44)




>>+−
<<

=
nn

njH
ωωωω
ωω

ω
,log40log40

,0
)(log20

0110
10
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图6.23画出了由(6.33)式給出的频率响应对于几个不同的 值下的波特图。ζ

40 /10dB− 倍频

40 /10dB−

nω ω= nω

因此，对数模特性的低频渐近线是0dB ,而高频渐近线则为 倍频的

斜线。这两条线在 处相交。为此称 为二阶系统的折转频率。

图6.23
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的近似式是:

如图6.23(b)所示

的准确表达式也可由(6.33)式得到,即

(6.46)

)( ωjH∠

]
)/(1
)/(2[tan)( 2

1

n

njH
ωω
ωωζ

ω
−

−=∠ −

)( ωjH∠











≥−

≤≤+−

≤

≈∠

n

nn
n

n

jH

ωωπ

ωωω
ω
ωπ

ωω

ω

10,

101.0,]1)([log
2

,1.0,0

)( 10

22

2

)(2)(
)(

nn

n

jj
jH

ωωζωω
ω

ω
++

=

2/,2/
1.0log0,1.0/

10log,10/

)(log

10

10

10

ππ
ωω

πωω
ω
ω

−=−=
+−=+==

+=+=−=

+=

ab
baba

baba

bay

n

n

n
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在折转频率 上,近似值和真值相等,且为
nω ω=

2
)( π

ω −=∠ jH
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作业：P352   题6.13       题 6.14

题 6.19



 

 

 

4791、对 作渐近线：

例6.4  求频率响应为 的波特图。
4

2 4

2 10( )
( ) 100 10

H j
j j

ω
ω ω

×
=

+ +

解：

因为

4

2 4
2

2 10 2( )
( ) 100 10 ( ) 1

100 100

H j j jj j
ω

ω ωω ω
×

= =
+ + + +

所以

于是有

将 与标准二阶频率响应 作一比较,可得 。100 , 1/ 2nω ζ= =

)(2)( ωω jHjH
∧

=

)(log202log20)(log20 101010 ωω jHjH
∧

+=

)( ωjH

)(log20 10 ωjH
∧

1)/(2)/(
1)( 2 ++

=
∧

nn jj
jH

ωωζωω
ω

)( ωjH
∧

6.5.3 有理型频率响应的波特图

用一阶和二阶系统作为基本单元可构成更为复杂的、具有有理型频率响应的

LTI系统。
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1020log 2 6dB=2、而 为一个恒定值。

1020log ( )H jω所以 为上两项的合成。如图6.24(a)所示

1020log 2 6dB=虚线为

实线为
1020log ( )H jω

40 /10db− 倍频

由于 所以会在 处有一个微小的峰值。1/ 2 2 / 2ζ = < 100nω =







>>−

<<
≈







 +−−=

∧

100,
100

log40

100,0

)
100

(])
100

(1[log10)(log20

10

222
1010

ω
ω

ω

ωω
ωjH
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因为

虚线为渐近线

实线为真实线

100 log (10 /100)
log(1000 /100)

/ 2

a b
a b

a b
π

π

= +

− = +
= = −









≥−

≤≤+−
≤

≈

−−=∠ −

1000,
100010,]1)100/()[log2/(

10,0

])
100

(1/[
100

tan)(

10

21

ωπ
ωωπ

ω

ωω
ωjH
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例6.5    求如下频率响应的波特图。
100(1 )( )

(10 )(100 )
jH j

j j
ω

ω
ω ω

+
=

+ +
解：将上式写成因式的形式

100(1 ) (1 )( )
(10 )(100 ) (10 )(1 /100)

1 1 1( )( )(1 )
10 1 /10 1 /100

j jH j
j j j j

j
j j

ω ω
ω

ω ω ω ω

ω
ω ω

+ +
= =

+ + + +

= +
+ +

因为，上式第一个因式是一个常数，第二、第三这两个因式有与一阶频率

响应相同的标准形式；第四个因式为一阶标准形式的倒数。

因此， 的波特图，就是相应于每个因式的波特图之

和。即

见图6.25(a)所示。

1020 log ( )H jω

10 10 10

10 10

1 120 log ( ) 20 log ( ) 20 log
10 1 /10

120 log 20 log (1 )
1 /100

H j
j

j
j

ω
ω

ω
ω

= +
+

+ + +
+
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10
120log 20

10
dB= −

2
10 10

120log 10 log [1 ( /10) ]
1 /10j

ω
ω

= − +
+

1 1

1

1 1 1( ) ( )( )(1 )
10 1 /10 1 /100

1 10 1 tan tan ( /10)
10 1 /10

1 tan ( /100)
1 /100

H j j
j j

j
j

j

ω ω
ω ω

ω ω ω
ω

ω
ω

− −

−

= +
+ +

→ + → → −
+

→ −
+

∵ 则相位为：

2
10

10

log10

1log20

ω

ω

=

+ j
])100/(1[log10

100/1
1log20

2
10

10

ω

ω

+−=

+ j
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1
10

10

10

0 0.1

tan (log 1), 0.1 10
4

10
2

(log 1)
4 10

(log 1)
4 100

ω
π

ω ω ω

π
ω

π ω

π ω

−


 ≤

= + ≤ ≤

 ≥

− +

− +

1 1

1

1 10 1 tan tan ( /10)
10 1 /10

1 tan ( /100)
1 /100

j
j

j

ω ω ω
ω

ω
ω

− −

−

→ + → → −
+

→ −
+

频率响应
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6.6  一阶与二阶离散时间系统

对一个LTI系统而言,其输出y [ n ]和输入 x [ n ]间的线性常系数差分方程一般

具有以下形式:

0 0

0 0

0 0

0 0

0

[ ] [ ]

[ ] ( ) , [ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

( ) ( )

( )( )
( )

N M

k k
k k

F Fj j

N N
F jk j

k k
k k
M M

F jk j
k k

k k
N M

jk j jk j
k k

k k
M

jk
j k

j k
j

j
k

a y n k b x n k

x n X e y n Y e

a y n k a e Y e

b x n k b e X e

a e Y e b e X e

b e
Y eH e
X e a e

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω ω ω

ω
ω

ω
ω

= =

−

= =

−

= =

− −

= =

−

=

−

− = −

←→ ←→

− ←→

− ←→

=

= =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

0

N
k

k

ω

=
∑

若

则

可得

因此有
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和连续时间情况一样, 具有频率响应为 的两个多项式之比的任何系统

(即由线性常系数差分方程描述的任何离散时间LTI系统)都能够写成一阶和二

阶系统的乘积或和。

6.6.1     一阶离散时间系统
描述一阶因果LTI系统的差分方程为

je ω−

[ ] [ 1] [ ]
1

y n ay n x n
a

− − =

<其中

上式两边应用傅里叶变换得

1、 则该系统的频率响应为

1( )
1

j
jH e

ae
ω

ω−=
−

(6.51)

( )[1 ] ( )j j jY e ae X eω ω ω−− =

2、查P278页表5.2可知其单位脉冲响应为

[ ] [ ]nh n a u n=

对于不同的a 值,其 h [ n ] 如图6.26所示.

（6.52)

(6.53)
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3、该系统的阶跃响应为 1

0

1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
1

nn n
m

m m

as n h n u n h m a u n
a

+

=−∞ =

−
= ∗ = = =

−∑ ∑
图6.27为不同 a 时的阶跃响应.

(6.54)

由图可见,参数 a 的模 所起的作用类似于连续时间一阶系统中的时间常数
的作用,它决定了离散时间一阶系统时域响应的速率。由(6.53)和(6.54)式可以看
到,h [n]和s [n]收敛于终值的速率就是 收敛于 0 的速率。

τa
na
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2 1/ 2

1

1( )
(1 2 cos )

sin( ) tan [ ]
1 cos

j

j

H e
a a

aH e
a

ω

ω

ω
ω

ω
−

=
+ −

= −
−

S

1、因此对于小的 值,单位脉冲响应急剧衰减,而阶跃响应则很快地建立起来.

2、当 时，这些响应都比较慢。

3、当 时，阶跃响应既呈现超量，又呈现出振荡特性。

a

0a <
一阶系统频率响应的模和相位分别是

图6.28 ( a )为 a > 0 的几个值时频率响应的对数模和相位特性。此时系统呈高频衰

减的特性。

图6.28 ( b )为 a < 0时的情况。此时，系统对高频分量放大，而对低频分量衰减。

注意：1、对于小的 值： 的最大值 和最小值 在

数值上逐渐靠近，因此，变化相对平坦。

a ( )jH e ω 1/(1 )a+ 1/(1 )a−

1 1( )
1 1 cos sin

j
jH e

ae a aj
ω

ω ω ω−= =
− − +

∵

所以得

1→a

∠
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2、当 接近 1 时，这两个值相差很大， 呈现出更为陡峭的峰值。这就

为在一个较窄的频带内提供了具有良好选择性的滤波和放大。

a ( )jH e ω

a > 0时几个不同a值的图

8
7

=a
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6.6.2   二阶离散时间系统

一个二阶因果LTI系统,其差分方程为
2[ ] 2 cos [ 1] [ 2] [ ]

0 1 , 0
y n r y n r y n x n

r
θ

θ π
− − + − =

< < ≤ ≤式中

该系统的频率响应为

2 2 2 2

2 2

1 1( )
1 2 cos 1 ( )

1 1
1 [1 ( ) ][1 ( ) ]

j
j j j j j j

j j j j j j j j j j j

H e
r e r e r e e e r e

re e re e r e e e re e re e

ω
ω ω θ θ ω ω

θ ω θ ω θ θ ω θ ω θ ω

θ − − − − −

− − − − − − − −

= =
− + − + +

= =
− − + − −

1、 当 或 时，利用部分分式展开就可得

( )
1 ( ) 1 ( )

,
2 sin 2 sin

j
j j j j

j j

A BH e
re e re e

e eA B
j j

ω
θ ω θ ω

θ θ

θ θ

− − −

−

= +
− −

= =其中

0θ ≠ π

(6.57)
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系统的单位脉冲响应为

(1 ) (1 )

[ ] [ ( ) ( ) ] [ ]

[ ( ) ( ) ] [ ]
2 sin 2 sin

[ ]
sin 2

sin[(1 ) ] [ ]
sin

j n j n

j j
j n j n

n j n j n

n

h n A re B re u n
e ere re u n
j j

r e e u n
j

nr u n

θ θ

θ θ
θ θ

θ θ

θ θ

θ
θ

θ

−

−
−

+ − +

= +

= +

+
=

+
=

2、若 时，0θ =

2

1 1( )
[1 ( ) ][1 ( ) ] (1 )

[ ] ( 1) [ ]

j
j j j j j

n

H e
re e re e re

h n n r u n

ω
θ ω θ ω ω− − − −= =

− − −

= +则有
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3、当 时θ π=

2

1 1( )
[1 ( ) ][1 ( ) ] (1 )

[ ] (1 )( ) [ ]

j
j j j j j

n

H e
re e re e re

h n n r u n

ω
θ ω θ ω ω− − − −= =

− − +

= + −则有

图6.29为不同 和 值时，二阶系统的脉冲响应。

由图可见：1） r影响h [n]的收敛速度，r越小，h [n] 收敛的越快（即 r 愈接

近1 ，h [n]衰减的愈慢）；

2） 值决定振荡频率。

当 ，在h [n]中就没有振荡；

当 > 0 时，有振荡， 越大振荡频率越高；

当 时，振荡加剧。

r θ

θ
0θ =

θ π=
θ θ
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6.29 (6.57)

θ =

θ =

θ =

θ =

r影响h [n]的收敛速度

越大振荡频率越高；θ

r越小收敛的越快

值决定振荡频率θ
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和 值的影响也可从阶跃响应中看到。

1）当 和 时， 可得

r θ
0θ π≠

0

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ( ) ( ) ]

1 ( ) 1 ( )[ ( ) ( )] [ ]
1 1

n n
j m j m

m m
j n j n

j j

s n h n u n h m A re B re

re reA B u n
re re

θ θ

θ θ

θ θ

−

= −∞ =

+ − +

−

= ∗ = = +

− −
= +

− −

∑ ∑

2）当 时， ，可得0θ =

2 2
0

1[ ] [ ( 1) ] [ ]
( 1) ( 1 1

( )
)

1 m
n

n n

m

r rs n r n r u nm
r

r
r r=

= = − + +
− − −

+∑
3）当 时， 可得θ π=

2 2

1[ ] [ ( ) ( 1)( ) ] [ ]
( 1) ( 1) 1

n nr rs n r n r u n
r r r

= + − + + −
+ + +

图6.30为一组不同 r 和 值的阶跃响应。对于任何不等于零的 值，阶跃

响应呈现不同的超量和起伏。

θ θ

[ ] [ ( ) ( ) ] [ ]j n j nh n A re B re u nθ θ−= +

[ ] ( 1) [ ]nh n n r u n= +
1

0 0

( 1)
N N

k k

k K

dk a a
da

+

= =

+ =∑ ∑

[ ] (1 )( ) [ ]nh n n r u n= + −
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0θ =

θ π=

4
π

θ =

2
πθ =

3
2
π

θ=

图6.30   对于一组不同的 r 和 值时的阶跃响应θ
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因为,由图6.29可见,对于任何不等于零的 值,单位脉冲响应都有一个衰减振

荡的特性,(阶跃响应则呈现超量和起伏)。由此可见，由（6.57)式所描述的二阶系

统是欠阻尼情况下的二阶系统，而在 的特殊情况下就是临界阻尼情况。

图6.31为不同的 r 和 值下,该系统的频率响应。

θ

0θ =
θ

r  值越大越尖锐.

在频域：r决定了 峰值的大小， 确定着峰值的位置( )jH e ω θ
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从图6.31可见,系统在某一频率范围内具有放大作用,并且 r 决定了在这一频率

范围内频率响应的尖锐程度:   r  值越大越尖锐.

当 从0到 逐渐增加时,               峰值的位置则由 0 逐渐变为 ,.此时系统

的特性有低通变为带通,最后变成高通。

这说明，在时域： r 确定了h [n] 的收敛速率， 决定着h [n] 的振荡情况；

在频域：r决定了 峰值的大小， 确定着峰值的位置。

r 和 的作用类似于连续时间系统中 和 ，但情况比连续时间系统复杂。

由（6.59)式定义的二阶系统的部分分式展开式是具有复数系数因子(除了

或 )的，但是二阶系统也可能具有实系数因子。

现考虑如下实系数因子的系统的频率响应

θ π ( )jH e ω π

θ

( )jH e ω θ
θ ω ζ

0θ =
π

( )jH e ω

1 2

1( )
(1 )(1 )

j
j jH e

d e d e
ω

ω ω− −=
− −

式中 和 都是实数，且 、 。（6.70）式所对应的差分方程为1 2d d 1 2 1d d <

(6.70)
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1 2

2
1 2 1 2

1 2 1 2

1( )
(1 )(1 )

1
1 ( )

[ ] ( ) [ 1] [ 2] [ ]

j
j j

j j

H e
d e d e

d d e d d e
y n d d y n d d y n x n

ω
ω ω

ω ω

− −

− −

=
− −

=
− + +

∴ − + − + − =

∵

在该情况下(              ):
1 2d d≠

1 2

1 2

1 2 2 1

1 2
1 1

1 2

1 2

( )
1 1

,

[ ] [ ] [ ]

1 1[ ] [ ] [ ] [ ( ) ( )] [ ]
1 1

j
j j

n n

n n

A BH e
d e d e

d dA B
d d d d

h n Ad Bd u n
d ds n h n u n A B u n
d d

ω
ω ω− −

+ +

= +
− −

= =
− −

= +

− −
= ∗ = +

− −

其中

由此得
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由(6.70)式所给出的频率响应相应于两个一阶系统的级联。因此，可以从对一

阶系统的研究中演绎出该系统的大部分性质。

例如：1、它的对数模和相位特性就可以通过把两个一阶系统的特性相加而得

到。

2、如同在一阶系统中看到的，如果 都小的话，系统相应就回

快；如果其中一个接近1，系统就会有一个比较长的建立时间。
1 2,d d

3、如果 都是负数，响应就是振荡型的；如果都是正数，就相当

于过阻尼的情况（因为这时单位脉冲响应和阶跃响应在建立过程

中都没有振荡）。

1 2,d d
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6.7   系统的时域分析与频域分析举例

书中举了两个例子：

• 汽车减震系统的分析——讨论在连续时间情况下

• 离散时间非递归滤波器

这两个例子都用来说明在时域特性和频域特性之间进行某些权衡或折衷的意

义。

下面主要看离散时间非递归滤波器：

1、递归——利用输入和以前的输出来求输出的过程是一个递归过程。

例如：n 阶线性常系数差分方程就是递归方程

0

0 0

0
1

10

0

1[ ] { [ ] [ ]}

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

N M

k k
k k

N M

k k

M N

k k
k

k

k

k

a y n k b x n k

a y n a y n k b x n k

y n b x n k a y n k
a

= =

= =

= =

− = −

+ − =

= − −

−

−∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

——是递归方程
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2、非递归方程

当上述方程的N = 0时，得
0 0

[ ] [ ]
M

k

k

by n x n k
a=

= −∑
这时y [n] 是以前的输入值和当前输入值的显函数。没有递归地利用前面计算

出来的输出值来计算当前的输出值。——所以称非递归方程

3、非递归差分方程的一般形式：

[ ] [ ]
M

k
k N

y n b x n k
=−

= −∑
该方程可理解为：

• y [n] 是 到 的（N+M+1）个值的加权平均，其加权系

数为 。——导出了移动平均滤波器

[ ] [ ]x n M x n N− +

kb
1[ ] [ ]

1

M

k N
y n x n k

N M =−

= −
+ + ∑

相应的单位脉冲响应是一个矩形脉冲，即当x [n-k]=                 时，可得
1

[ ] 1
0

N n M
h n N M

 − ≤ ≤= + +
 其余n

[ ]n kδ −
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该滤波器的频率响应为：

[( ) / 2]

1( ) [ ]
1

1 sin[ ( _1) / 2]
1 sin( / 2)

M
j j n j n

n n N

j N M

H e h n e e
N M

M Ne
N M

ω ω ω

ω ω
ω

∞
− −

=−∞ =−

−

= =
+ +

+
=

+ +

∑ ∑

利用调节平均窗口N+M+1的大小，就可改变截止频率。有图可见增加N+M+1可

提高选择性，但增加计算量。

但注意：这里加权系数为同一值，即
1

1N M+ +
有很多方法来选择 以满足滤波器的某些

特性要求。例如在滤波器的给定长度内，尽
可能锐化过渡带。

说明如下：

kb
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现考虑一个N= M =16的形如下式的滤波器，

[ ] [ ]
M

k
k N

y n b x n k
=−

= −∑
其系数选为

s in (2 / 33) , 32

0 , 32

sin (2 / 3 3) , 32
[ ]

0 , 32

k

k k
b k

k

n n
h n n

n

π
π

π
π

 ≤= 
 ≥

 ≤= 
 ≥

该滤波器的单位脉冲响应为

h [n]相当于把截止频率为 的理想低通滤波器的单位脉冲响应在

时截断的结果。一般来说， 可调整到使截止频率处于所要求的频率上。

2 /33cω π= 32n >

kb
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sin (2 / 3 3) , 32
[ ]

0 , 32

n n
h n n

n

π
π

 ≤= 
 ≥

再来看下式

可见h [n]是实的、且为偶序列，即它的频率响应具有零相位。但这样的滤波器是
非因果。

因为h [n]是以原点为中心的某一范围外为零因此可将h [n]作N 位延迟而得到一

个非递归的LTI系统。即 ——这时为因果的。

依据时移性质，该系统的频率相应为：

1[ ] [ ]h n h n N= −

1[ ) ( )j j j NH e H e eω ω ω−=
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第七章

采 样
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6.13  解:

1 1 2 2

1

2

1 2

1 2

20 lg ( ) 6 20 lg 1 20 lg 1
2 80

( )
(1 )(1 )

2 80
( ) ( )

( )
1

2

( )
1

80
( ) ( ) ( )

,

( ) ,
1 1

2 80

j jH j

AH j j j

s H j s H j
MH j j

NH j j

H j H j H j
MN A

S S
M NH j M Nj j

ω ω
ω

ω
ω ω

ω ω

ω
ω

ω
ω

ω ω ω

ω
ω ω

= − + − +

=
+ +

→ →

∴ =
+

=
+

=
=

= +
+ +

若

若为级联：

则

——M，N不能唯一确定

—— 可唯一确定

——的频率响应不能唯一确定

若为并联：
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题6.14 解：因为二阶系统的频率响应为：

假设 ，并认为波特图由二阶和一阶系统组成。则由图可得：

10

2

2

2

20log ( ) 12 20log 20log1 20log1
10 50

4(1 /0.2)( )
(1 /10)(1 /50)

( )* ( ) ( ) ( ) ( ) 1
1( )
( )

(1 /10)(1 /50) 1 (10 )(50 )( )
4(1 /

(1 )

0.2) 500 (4/

0

.

.2

0 0

F
r r

r

r

H j j j

jH j
j j

h t h t t H j H j

H j
H j
j j j jH j

j

j ω ω
ω

ω
ω

ω ω

δ ω ω

ω
ω

ω ω ω ω
ω

ω

ω
= + − + − +

+
=

+ +

= ←→ =

=

+ + + +
∴

+

+

= =

∵

2

4
2

4)(0.2 )
(10 )(50 )0.2 10

(0.2 )

j
j j

j

ω
ω ω

ω
−

+
+ +

= ×
+

即：

得：

21 ( / ) 2
1

/
( )

n n

H
j

j
ω ω ω

ω
ζω− +

=

1ζ =



 

 

 

514

6.19解:

2

2

2

2

2

2

( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1 1( ) ( )

12

2
2

1 , 2
2

R

L
L

i i

i

dy tu CR
dt

di d y tu t L CL
dt dt

d y t dy tCL CR y t x t
dt dt

d y t R dy t y t x t
dt L dt CL CL

R
L CL

R R
L L

C
R LR

CL
C

ζω ω

ζ
ω

ζ

=

= =

∴ + + =

+ + =

= =

= =

= ≥ ≥为使系统阶跃响应不振荡,则 即
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7.0     引言

本章1、首先介绍建立采样的概念和从样本值重建一个连续时间信号的过程；

2、接着研究对由采样得到的离散时间信号的处理；

3、最后讨论离散时间信号的采样，以及有关抽取和内插的概念。

7.1    用信号样本表示连续时间信号：采样定理

一个连续时间信号x (t)经过采样后成为由样本组成的离散时间信号。

但因为由同一组等间隔样本可以生成无穷多个连续时间信号。例如图7.1是三

个不同的连续信号,在T的整数倍时刻点上有相同的值。即

1 2 3( ) ( ) ( )x kT x kT x kT= =

量
化

计算机处理

采样信号

LTI系统
重建
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这意味着采样必须满足一定的条件，信号才能唯一地用它的等间隔离散时间

样本来表征。这个一定的条件指：

1、要求被采样的信号是带限信号（即它的傅立叶变换在某一有限频带范围以外

均为零）。

2、样本取得足够密（相对于信号中的最高频率）—— 。2s Mω ω>

因此，这些样本值不能表征原信号

ω
MωMω−

下面来看采样过程
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其中

x (t) ——连续时间信号

p (t) ——周期冲激串，称采样函数

T    —— 称采样周期，

—— 称采样频率（是p (t)的基

波频率， ）

在时域中有

sω
2 /s Tω π=

( ) ( ) ( )

( ) ( )

p

n

x t x t p t

p t t nTδ
+∞

=−∞

=

= −∑

( ) ( ) ( )

( ) ( )

p

n

x t x t p t

x nT t nTδ
+∞

=−∞

=

= −∑

即

7.1.1   冲激串采样 利用冲激函数的采样性质。

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )x t t t x t t tδ δ− = −

∑
∞

−∞=

−=
n

nTttp )()( δ
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从频域看：由相乘性质可知，时域相乘对应频域卷积。所以得

/ 2

/ 2

1( ) [ ( ) ( )]
2

( ) ( )

1 1( )

1( )

2 ( )
1( )

1 2( ) [ ( )

2( ) ( )

(
2

s

s

s

s

s

P

jk t
k

n k

T jk t
k T

jk t

k
jk t F

s

j t F

k

p s

s
k

X j X j P j

p t t nT a e

a t e d t
T T

p t e
T

P j k
T

e k

p t e
T

X j X j k
T

ω

ω

ω

ω

ω

ω ω ω
π

δ

δ

πδ ω ω

πω ω δ ω ω

πω

π

δ ω ω

∞ ∞

= −∞ = −∞

−

−

∞

= −∞

∞

= −

∞

= −∞∞

= ∗

= − =

= =

=

←→ −

∴ = ←→

∴ =

=

∗

−

−

∑ ∑

∫

∑

∑

∑

∵

∵

1 ))

]

(

)

( s
k

k

X j k
T

ω ω
∞

∞

= −∞

= −∞

= −∑

∑

周期信号的傅立叶

级数与傅立叶变换

0

0

( )

( ) 2 ( )

jk t

k

k

k

k

x t e

X j

a

a k

ω

ω π δ ω ω

∞

=−∞

∞

=−∞

=

= −

∑

∑

—— 周期为 sω
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将各信号的频谱分别画在图7.3中。图中假设x (t)是限带信号. 

1、当 （即 ） 时，频谱之间，没有重叠现象出

现。也就是说， 在 频率点上精确重现原信号的频谱，仅在幅度上

有 1/T变化。因此，可用一个低通滤波器，把信号x (t) 从 中恢复出来

（要求低通滤波器的截止频率满足 ，且增益为T。如

图7.4所示。一般 取值为：

2s M M s Mω ω ω ω ω− > >

( )pX jω skω

cω

( )M c s Mω ω ω ω< < −

2
s

c
ω

ω =

( )pX jω

假设x (t)是限带信号

cω sω



 

 

 

520

( )rx t

( )rx t

( )rX jω

sω
sω−
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( )P jω

sω
sω− 2 sω 3 sω 4 sω2 sω−3 sω−

ω

2
T
π

0

2、当 ，即 时， 中各移位 之间

存在重叠，这种现象称为频谱的褶叠。由于这种褶叠， 在 部分

的高频成分将叠加到 的 那部分上去。出现假频现象，导致不

能恢复原信号。

2s M M s Mω ω ω ω ω− < < ( )pX jω ( )X jω

( )pX jω
( )X jω

2
sω

ω >

2
sω

ω ≤
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采样定理：

设 x (t) 是某一个带限信号，在 时， 。如果 (其

中 ),那么x (t) 就唯一地由其样本 ,                                    所

确定。已知这些样本值，我们能用如下办法重建x (t) ：

产生一个周期冲激串，其冲激幅度就是这些依此而来的样本值；然后将该冲

激串通过一个增益为T，截止频率 为： 的理想低通

滤波器，该滤波器的输出就是 x (t)  。

Mω ω> ( ) 0X jω = 2s Mω ω>

2 /s Tω π= ( )x nT 0, 1, 2,n = ± ± L

( )M c s Mω ω ω ω< < −cω

在采样定理中，采样频率必须大于 ，该频率 称为奈奎斯特率。

1/2奈奎斯特率的频率 ，称为奈奎斯特频率

2 Mω 2 Mω
Mω

可见,若已知奈奎斯特率,就等于告诉了 Mω

至次，采样定理可叙述如下:
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7.1.2   零阶保持采样

冲激串采样的数学模型其重要意义是在理论上建立采样定理,但在实际工程应用

中是无法实现的。在实际工程应用中,往往采用零阶保持的方法来获取采样信号。

如图7.5所示。

1、采样过程

在该系统中，某一个给定瞬时对信号采样,并保持这一样本值直到下一个样本被

采到为止。如在信号的保持期间，对采样值进行量化，就可以获得 x (t) 的数字信

号。

2、重建 x (t)

由一个零阶保持系统的输出来重建 x (t) 虽然仍可以用低通滤波的办法来实现。

但在这一情况下,所要求的滤波特性不再是在通带内具有恒定的增益。
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下面来求所要求的滤波器特性：

1、首先将这个零阶保持的输出 在原理上看作是用冲激串采样，再紧跟着一

个LTI系统得到的。即

2、为了由 重建 x (t)  ，考虑用一个单位冲激响应为 （频率响应为

）的LTI系统来处理 。

该系统结构如图7.7所示。如果 和 级联后的特性是一个理想低通

滤波器的特性，则得 。

0 ( )x t

0 ( )x t ( )rh t
( )rH jω 0 ( )x t

( )r t

0 ( ) ( )rh t h t
( ) ( )r t x t=

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
n n

x t x t h t x nT t nT h t x nT h t nTδ
∞ ∞

=−∞ =−∞

∴ = ∗ = − ∗ = −∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
n

x t x t p t x nT t nTδ
+∞

=−∞

= = −∑∵
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图中 0

1 ,0
( )

0
t T

h t
< <

= 


0

0
/ 2

0

/ 2 2 sin( / 2)( ) [ ]

( ) ( ) ( )

( )( ) 2 sin( / 2)(
( )

)

r
j T

r

j T TH j

H j H j H j
H j eH j

e

T
H j

H j

ω

ω ω
ω

ω
ω ω ω

ω
ω

ωω
ω

ω

−=

=

= =

可得

因为

所以要求

若 的截止频率等于 ,则重建滤波器的

理想模和相位特性如图7.8所示。

( )H jω /2sω

注意：实际上，上式的频率响应是不可能真正实现的，

因此必须对它作一个充分近似的设计。

在很多情况下，零阶保持输出本身就被认为是一种对原始信号的充分近似，因

而用不着附加任何低通滤波器。并且在实质上,它实现了样本之间的内插.

其余 / 2

/ 2

sin / 2( ) 2
T j t

T

TX j e dtω ωω
ω

−

−
= =∫ 2

T
2
T−

1 ( )x t

右移T/2
( )H jω
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7.2  利用内插由样本重建信号

内插——就是用一连续信号对一组样本值的拟合。例如

1、带限内插——利用理想低通滤波器的单位冲激响应的内插通常称为带限内

插。
( ) ( )

n
p t t nTδ

+∞

=−∞

= −∑
( )rx t

在上节，我们已经看到：一个带限信号，如果采样足够密的话，那么信号

就能完全被恢复。

上图为冲激串采样的采样与恢复系统。图中 为一低通滤波器。设

该低通滤波器的单位冲激响应为h (t)  ；系统的输出为 ，这样可得

( )H jω
( )rx t

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )r p
n n

x t x t h t x nT t nT h t x nT h t nTδ
∞ ∞

=−∞ =−∞

= ∗ = − ∗ = −∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
n

x t x t p t x nT t nTδ
+∞

=−∞

= = −∑

上式表明 是由 的移位信号 的线性组合来重建信号，

而线性组合中的系数为信号的样值序列。因此上式为重建信号的内插公式

( )rx t ( )h t ( )h t nT−
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( ) ( ) sin((
(

) (
)

( )) )c
r p

n

c

c

Tx t x t h t x nT t nT
t nTω

ω
π

ω∞

=−∞

= =
−

−
∗ ∑

得

（7.11)所以可得

• 当 为理想滤波器的冲激响应时，则( )h t

sin sin1( )
2

c

c

j t c c c

c

t T th t Te d T
t t

ω ω

ω

ω ω ω
ω

π π π ω−
= = =∫

,
( )

0 ,
c

c

T
H j

ω ω
ω

ω ω
 <=  >

设带限信号的最高频率为 ，当 满足 时，（7.11)

式的重建是精确的。通常将该重建方法称为带限内插。

sinc函数

Mω
cω M c s Mω ω ω ω< < −

cωcω−
ω

T

( ) ( ) ( ))p
n

x t x nT t nTδ
∞

=−∞

= −∑因为

图7.10表示了按(7.11)式,在 时的重建过程。/2c sω ω=
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图（a）为原始信号

样本冲激串

用（7.11)式的

函数的叠加

取代冲激串的理想带限内插

sin c

这种内插,只要 x (t)是带限的,而且

采样频率又满足要求,就能实现信

号的真正重建。
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2、零阶保持

在零阶保持采样中，已经提到：零阶保持的输出在原理上可以用冲激串采样，

再紧跟一个LTI系统（具有矩形的单位冲激响应 ）来得到。如下图所示。

这时内插函数就是 ，

它的傅里叶变换为:
0 ( )h t

0 ( )h t

/ 2
0( ) [2sin( ]/ 2)j T TH j e ω ω

ω
ω −=

可得图7.11。从图可见，零阶保

持的频率特性在零频附近（或信

号有效频带内）与理想内插滤波

器的频率特性很接近。这时可通

过一个非理想的低通滤波器（例

如RC滤波器），就能得到满意的

重建信号。
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3、一阶保持

如果对零阶保持所给出的粗糙内插

不够满意，可以通过选择 h (t) 使用

其它各种平滑的内插手段。

当 h (t)为三角形特性时，可求得

称为一阶保持（或称线性内插）的

重建信号。

因为

21 sin( / 2)( ) [ ]
/ 2
TH j

T
ω

ω
ω

=

11 ,
( )

0

t t T
h t T

 − <= 


所以,可求得传输函数为

见图7.13
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2

2

1 1( ) (1 )[ ( ) ( )] (1 )[ ( ) ( )]

( ) 1 1[ ( ) ( )] (1 )[ ( ) ( )]

1 1[ ( ) ( )] (1 )[ ( ) ( )]

1 1[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) 1 1[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

h t t u t T u t t u t u t T
T T

dh t u t T u t t t T t
dt T T

u t u t T t t t T
T T

u t T u t u t u t T
T T

d h t t T t t t T
dt T T

δ δ

δ δ

δ δ δ δ

= + + − + − − −

= + − + + + −

− − − + − − −

= + − − − −

= + − − − −

1 [ ( ) ( ) 2 ( )]t T t T t
T

δ δ δ= + + − −

说明: 此传输函数可利用傅里叶变换的微分性质来得到。具体推导过程如下：

1T− 1T

1
( )h t
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令

则

( ) ( ) ( )F F j Th t H j t T e ωω δ −←→ − ←→
2

2
2

2

2 2

2

( ) 1( ) ( ) ( 2)

2 2[cos( ) 1] [1 cos( )]

4 sin ( )
2

4( ) ( ) sin ( )
2

1 sin( / 2)( ) [ ]
/ 2

F j T j Td h t j H j e e
dt T

T T
T T

T
T

Tj H j
T
TH j

T

ω ωω ω

ω ω

ω

ωω ω

ω
ω

ω

−←→ = + −

= − = − −

= −

= −

=

得

#  证毕

倍角公式： 2

2

cos 2 1 2sin
2sin 1 2

a a
a con a
= −

= −
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7.3      欠采样的效果:混叠现象

对带限信号采样时,如不满足采样定理(即 ),此时在频域上将发生频谱

重叠,通常把这种现象称为欠采样。此时可能无法从 的频谱中不失真地分离

出 （即不能把 x (t) 从采样信号中恢复出来）。这一现象称为混叠。

但可以证明，此时只要 ，则经过带限内插所恢复的 在

点上将等于 x (t) 。

2s Mω ω<

( )px t
( )X jω

/ 2c sω ω= ( )rx t
t kT=

sin( )
( )

sin( ( )( ) ( )
( )

sin( ( ))
( )

( )

( ) ( )

c c
r

n c

n

n n

T kT nTx kT x nT
kT nT

kT n
T

T
k

T
x nT

kT nT

x nT x nn T
k n

ω

π

π

π π

ω
π ω

π π

∞

=−∞

∞

=−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

−

−
=

−

−

−
=

−

= =

∑

∑

∑ ∑

1 ,sin( )
0 ,( )

k nk n
k nk n

π π
π π

=−
=  ≠− 

2 /
/ 2 /

s

c s

T
T

ω π
ω ω π

=

= =

∵

sin( ( ))( ) ( ) ( ) ( )
( )

c c
r p

n c

T t nTx t x t h t x nT
t nT

ω ω
π ω

∞

=−∞

−
= ∗ =

−∑
t kT=当 时，得：

因为
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为了更清楚地了解:由于欠采样导致频谱混叠对信号恢复的影响。下面来看一
个例子：设

0( ) cosx t tω=
这信号的频谱如图7.15所示，虚框是

低通滤波器的通带（ ）。

1、在图(b)、（c)中，

即 ，因此没有混叠。

经低通滤波器后的输出为

2、在图(d)、（e)中，

即 因此产生混叠。

经低通滤波器后的输出为

=

/ 2c sω ω=

0 / 2sω ω<

0( ) cos ( )rx t t x tω= =

0 / 2sω ω>

0( ) cos( ) ( )r sx t t x tω ω= − ≠

−

并产生相为倒置

0 0 0cos [ ( ) ( )]Ftω π δ ω ω δ ω ω←→ − + +∵

0 0
4 5,

6 6
s sω ω

ω ω= =

0 0
2,

6 6
s sω ω

ω ω= =
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当混叠现象发生时，原始频率 就被混叠成一个较低的频率 。

1、当 时，随着 相对于 的增加输出频率 就

下降。

2、当 时，被重建的信号就是一个常数。这一点是与如下事实相一致

的：即每一个周期只采样一次时，这些样本值都是相等的 。

0ω 0( )sω ω−

0/ 2s sω ω ω< < 0ω sω 0( )sω ω−

0sω ω=

见P383 图7.16   实线为原始信号，虚线为重建信号。

0 0, ( ) cos( ) 1s r sx t tω ω ω ω= = − =当 时
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7.4  连续时间信号的离散时间处理

把一个连续时间信号转换为一个离散时间信号,然后进行处理,处理完后再把
它转换为连续时间信号。——仍然是一个连续时间系统。

• 这种处理方式的优点是：可借助于微处理机、DSP等进行处理。

• 这样做的理论基础：是采样定理。

通过采样，一个连续时间信号 可用一串瞬时样本值 来表示。离散

时间序列 以下式与 x (t)相联系。离散时间信号 以下式关联

[ ] ( )d cy n y nT=[ ] ( )d cx n x nT=

C/D转换 D/C转换

( )cx t ( )cx nT
[ ]dx n [ ]dy n

C/D转换可看成是由冲激串采样和从冲激串到离散时间序列的转换这两部分组

成 。见图7.21

[ ] ( )d cx n x nT= [ ] ( )d cy n y nT=
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时间的归一化过程

( ) ( ) ( )p c
n

x t x nT t nTδ
∞

=−∞

= −∑

( )p t

[ ] ( )d cx n x nT=

=

从时域角度看

[ ]dx n [ ]dx n
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再从频域来看图7.21的处理过程:(设连续时间的频率变量用 ;离散时间的频
率变量用 )

1、将 进行傅里叶变换

因为

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

jn T
p c

n

n

p c
n

F j T

x t x nT t nT

t nT

X j x nT e

e ω

ω

δ

δ

ω
∞

−

=−∞

∞

=−∞

−

= −

− ←

=

→

∑

∑

而

得

2、再看 的离散时间傅里叶变换，即[ ]dx n

( ) [ ] ( )j j n j n
d d c

n n
X e x n e x nT e

∞ ∞
Ω − Ω − Ω

=−∞ =−∞

= =∑ ∑ (7.20)

(7.18)

比较(7.18)和(7.20)式,可知 和 有如下关系:( ) ( )j
d pX e X jωΩ

( ) ( / )j
d pX e X j TΩ = Ω

ω
Ω

恒值(因为变量是t)

[ ] ( )d cx n x nT=∵

Tω = Ω当

( )px t

用 的

样本值来表示

( )cx t
( )pX jω

把样条归一成离散信号，只要使 即可。——这个结论很重要。Tω = Ω

1( ) ( ( ))p s
k

X j X j k
T

ω ω ω
∞

= −∞

= −∑
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3、而在讲冲激串采样时已求得 :  (见P373页的（7.6)式)
1( ) ( ( ))p c s

k
X j X j k

T
ω ω ω

∞

=−∞

= −∑
可得到：

1( ) ( / ) ( ( 2 ) / )j
d p c

k
X e X j T X j k T

T
π

∞
Ω

=−∞

= Ω = Ω −∑

图7.22  在两种不同采样率下,                                和 的关系

由图可见:                  就是 的重复,只是频率坐标有一个尺度变换。

( ), ( ) ( )j
c p dX j X j X eω ω Ω

( )cX jω

( )pX jω

( )j
dX e Ω

( )j
dX e Ω ( )pX jω

1T T= 2 12T T T= =

11/T

11/T

1TωΩ =

( )pX jω

即：

的频谱关系可这样联系。

[ ] ( )d cx n x t与
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1( ) ( ( 2 ) / )j
d c

k
X e X j k T

T
π

∞
Ω

=−∞

= Ω −∑
是由移位的( )j

dX e Ω ( )cX jω 逐次叠加并做1/T 尺度变换所形成的。

显然， 是周期的，周期为 （这种周期性是任何离散时间傅里叶变

换都具有的特性）。

• 当 时， 频谱没有重叠；并在 点上精确重现原信号

的频谱结构。只要将 乘以T 倍和作 的线性映射，就可以精确重现原信

号的频谱形状。——因此，在 条件下，序列 保留了原始信号的

所有信息。

( )j
dX e Ω 2π

2s Mω ω> ( )j
dX e Ω 2 kω π=

( )j
dX e Ω Tω

[ ]dx n2s Mω ω>

[ ]dx n• 信号经离散时间系统处理后，得到序列 。如果离散时间系

统是一个恒等系统的话（即 ），而且假定满足采样条件，那么

整个系统也一定是一个恒等系统。

下面来加以证明：先将图7.19用图7.24来表示.

[ ]dy n
[ ] [ ]d dx n y n=

由上式可见,

TωΩ =
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1( ) ( ) ( ) ( ( 2 ) / ) ( )

1( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) /( )) ( ( )

j j j j
d d d c d

k

j T
p c s d

k
j T

c c d
T

c
j

d cc

Y e X e H e X j k T H e
T

Y j X j k H e
T

Y j X j H e
Y j X jH e H j

ω

ω

ω

π

ω ω ω

ω ω

ω ω ω

∞
Ω Ω Ω Ω

=−∞

∞

=−∞

= = Ω −

= −

=

= =

∑

∑

可见,                 与离散时间频率响应 的关系为：( )cH jω

( ), / 2
( )

0, / 2

j T
d s

c
s

H e
H j

ω ω ω
ω

ω ω
 <=  >

(7.25)

经滤波后得到

( )px t

( )cH jω

( )j
dH e Ω

因为

1( ) ( ( ))p c s
k

X j X j k
T

ω ω ω
∞

=−∞

= −∑ ( ) ( / )j
d pX e X j TΩ = Ω

/Tω = Ω

可见若 恒等系统

则 也为恒等系统

( )j T
dH e ω

( )cH jω

图7.24和(7.25)式提供了利用离散时间滤波器来对连续时间信号进行处理的基础。
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( )cX jω

( )j
dX e Ω

( )pX jω

( ) ( )j j
d dH e X eΩ Ω( )j

dY e Ω =

( )pY jω

( ) ( ) ( )c c cY j X j H jω ω ω=

若 ( )cH jω
为恒等系统

则 ( ) ( )c cY j X jω ω=
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下面将以例子做一些进一步的说明。

7.4.1  数字微分器

1. 考虑一个连续时间带限微分器（微分滤波器）的离散时间实现。

连续时间微分滤波器的频率响应可按以下求得:

若 则
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
( )

,( )( )
0,( )

F F

c

c
c

c

dx tx t X j y t Y j j X j
dt

Y jH j j
X j

jy tH j
x t

ω ω ω ω

ω
ω ω

ω

ω ω ω
ω

ω ω

←→ = ←→ =

= =

 <= =  >

得

如右图所示.

cω截止频率为 的带限微分器的频率响应为:
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因为:

所以,可知相应的离散时间的频率响应为

( ), / 2
( )

0, / 2

j T
d s

c
s

H e
H j

ω ω ω
ω

ω ω
 <=  >

( ) ( ) ,j
dH e j

T
πΩ Ω

= Ω <

如图7.28所示。

所以,只要在 的采样中没有混叠产生,            

就一定是 的导数。

( )cx t
( )cy t ( )cx t

2/ 2 / 2s T T T
π π

ω ω
Ω

< → < =

( ) ( ) ( )j T
c c dY j X j H e ωω ω=又因为

cω
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例7.2 通过考虑该数字微分器在连续时间sinc函数输入时的输出,可方便地确定在

数字微分器的实现中，该离散时间滤波器的单位脉冲响应 :

解：1、看信号是否符合采样定理对输入信号的要求

sin( / )( )c
t Tx t
t

π
π

= 其中T——为采样周期

则
1 , /

( )
0 ,c

T
X j

ω π
ω

ω
 <

= 
 其余

可见这是个带限信号。——符合采样定理的要求。 /Tπ/Tπ−

( )cX jω

1

ω见P209例4.5

[ ]dh n

( ) ( ) ( )j T
c c dY j X j H e ωω ω=
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1、证明：

2 /

2 /

( ) ( )
2

( ) 2 ( )
2

2

2 2 sin( / )( ) ( ) 2 ( )
2 /

sin( / ) ( )

F

F

F
T

F
T

G t Sa

tSa G

T
t t TSa Sa t G

T T T t T
t T G
t

τ

τ

π

π

ωτ
τ

τ
τ π ω

π
τ

τ π π π π
τ π ω

π
π

ω
π

←→

←→

=

= = ←→

←→

∵

/Tπ− /Tπ

( )cX jω

ω

11 , /
( )

0c
T

X j
ω π

ω
 <

∴ = 


τ

1
t

( )G tτ

0

sin / 2( )
2 / 2

Sa ωτ ωτ
ωτ

=
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2、证明：

利用了P221中式(4.42)频域积分性质:

sin( / ) [ ( / ) ( / )]
1 sin( / ) sin0 ( ) [ ( / ) ( / )]

sin( / ) [ ( / ) ( / )]

F

F

F

t T j T T
t T t j T T d

j t
t T u T u T
t

ω

π π δ ω π δ ω π
π

π δ π δ η π δ η π η

π
ω π ω π

π

−∞

←→ + − −

− + ←→ + − −

←→ + − −

∫

∵

( )cX jω

/Tπ/Tπ−
ω

1 , /
( )

0c
T

X j
ω π

ω
 <

∴ = 
 其余

1

#   证毕

1 ( ) (0) ( ) ( )Fx t x t X j d
jt

ω
π δ η η

−∞
− + ←→∫
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1 , 01

0 , 0
1[ ] (

s in(

) [ ]

)

d c

c
n

T
n

nx n T
T n

x n x n T n
T

δ

π
π

 == = 
 ≠

= =所以

(7.30)( )cy t数字微分器
sin( / )( )c

t Tx t
t

π
π

=∵

得：

2、求 [ ]dx n
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3、求 [ ]dy n

2
2 2 2

( 1) , 0cos sin[ ] ( )
0 , 0

n

d c
nn ny n y nT nTnT T n n

π π
π

 −
≠∴ = = − = 

 =

因为

所以，该滤波器的单位脉冲响应为

（7.32)

( 1) , 0[ ]
0 , 0

n

d
nh n nT
n

 −
≠= 

 =

1 1[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

1[ ] ( ) [ ]d c

d d d d dy n x n h n n h n

x n x n

h n
T

T n
T

T
δ

δ= =

= ∗ = ∗ =

其中

2 2

cos( / ) / sin( / ) cos( / ) sin( / )( ) ( )c c
d t T t T t T t T t Ty t x t
dt t Tt t

π π π π π
π π

−
= = = −

4、求 [ ]dh n
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7.4.2半采样间隔延时

这一节要讨论利用图7.19的系统实现一个连续时间信号的时间移位(延时)问题。

当输入是带限的，且采样率足够高时，整个系统的输入输出是用下列关系联系

起来的： ( ) ( ) ,c cy t x t= − ∆ ∆ −——延时时间

根据时移性有 ( ) ( )j
c cY j e X jωω ω− ∆=

要求等效连续系统必须是带限的，因此选取

,( )( )
( ) 0

j
c

c
eY jH j

X j

ω ω ωω
ω

ω

− ∆ <
= = 



cω ——是该连续时间滤波器的截止频率

其余
（7.34)

(7.33)

由上式可见, 对于带限内的信号只产生一个频移。

若取 ，则相应的离散时间频率响应为

( )cH jω
/ 2c sω ω=

/( ) ( ) ,j j T
d cH e H j e

T
πΩ − Ω∆Ω

= = Ω <
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现在来看 /( ) ,j j T
dH e e πΩ − Ω∆= Ω <

/T∆ ——是一个整数

则 [ ] [ / ]d dy n x n T= − ∆
2、若 ——不是整数，则（7.36)式就没有意义,因为序列仅仅是在整数值

上才有意义. 

然而,我们却能够利用带限内插来解释在这种情况下的 和

之间的关系。因为 和 是通过采样和内插联系在一起的，

/T∆

[ ] [ ]d dx n y n

/T∆•当 =  1/ 2 ( 即 )时,称为半采样间隔延时 。

(7.36)

1、若

( )cx t [ ]dx n

1
2

T∆ =
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例7.3     确定半采样间隔延时系统中的离散时间滤波器的单位冲激响应.

令 sin( / )( )

1 , /
( )

0

c

c

t Tx t
t

T
X j

π
π

ω π
ω

=

 <
= 



• 由例7.2可知

得

• 而半采样间隔延时系统的输出就是
sin( ( / 2) / )( ) ( / 2)

( / 2)
sin( ( 1/ 2))[ ] ( )

( 1/ 2

[ ] sin( ( 1/ 2))[ ]
1/ ( 1/

)
1 1[ ] [ ][ ] ]

2

[ [ ]

)

[ ]d

c c

d

d c

d

t T Ty t x t T
t T

ny n y nT
T n

n

y n nh n
T n

h n h n
T T

y n x n h n

π
π

π

π
π

π

δ

−
= − =

−
−

= =
−

=

−
= =

−

∗ == ∗∵

所以可得

s in 1[ ] ( ) [ ]d cx n x n T nn
n T T
π

π
δ= = =

, 其余
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7.5  离散时间信号采样

7.5.1 脉冲串采样

图7.31为离散时间采样。N为采样周期。
[ ] ,

[ ] ( 0, 1, 2, )
0 ,p

x n n kN
x n k

n kN
=

= = ± ± ≠
L

(

)

2

)

(

[ ] [ ] [ ]
1( ) ( ) ( )

2
2( ) ( )

1( ) ( )s

p

j j j

j

s

k

p

j

j

k

k
p

x n x n p n

X e P e X e d

P e

X

N

X e

k

e
N

ω

ω ω

θ ω θ

ω

ω

π
θ

π
π

δ ω ω

∞

−

∞

=−∞

−

=−∞

=

=

∴ =

= −

∑

∫

∑

∵

(2 / )[ ]

2( ) 2 ( )

jk N n
k

k N

j
k

k

x n a e

kX e a
N

π

ω ππ δ ω

=

∞

=−∞

=

= −

∑

∑

周期信号的傅
立叶变换公式

( 2 / )1 1[ ] jk N n
k

n N
a x n e

N N
π−

=

= =∑
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2( ) ( )j
s

k
P e k

N
ω π

δ ω ω
∞

=−∞

= −∑

( )1( ) ( )sj kj
p

k
X e X e

N
ω ωω

∞
−

=−∞

= ∑
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(a)

(b)

(c) 

(d)

( )jH e ω

( )jX e ω

( )j
pX e ω

( )j
rX e ω
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注意：当 时，虽然会产生混叠，使得 。但这两个

序列在采样周期的整数点上总是相等的；这就是说，存在着

2s Mω ω< [ ] [ ]rx n x n≠

[ ] [ ] , 0, 1, 2,rx kN x kN k= = ± ± L
这一点与是否存在混叠无关。

例7.4  有一序列 x [n]  ,其傅里叶变换具有如下特点:

( ) 0 , 2 / 9jX e ω π ω π= ≤ ≤

求：最低采样率。

解：为了确保不发生混叠，就必须求出最低的采样率（或最大的采样周期

N）

2 22 2( )
9

9 / 2

s MN
N

π π
ω ω= ≥ =

≤

2 / 9π2 / 9π−

( )jX e ω

ω

从而可得 ，对应的最低采样频率为
max 4N = min

max

2 2 / 4 / 2s N
π

ω π π= = =
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7.5.2    离散时间抽取与内插

在许多应用中,直接按图7.31的形式来表示、传输或存储这个已采得的序列

是很不经济的。因为，该序列在采样点之间明知都是零。为此，往往将该序列用

一个新序列 来代替。而 就是用 中的每隔N点上的序列值所构
成，即

[ ]px n

[ ]bx n [ ]bx n [ ]px n

[ ] [ ]b px n x nN=

因为 和 x [n] 在N 的整数倍上都是相等的，所以又可写成[ ]px n
[ ] [ ]bx n x nN=

抽取——把提取每第N个点上的

样本这样的过程称为抽取。

x [n] ,            和 之间

的关系如图7.34所示.

[ ]px n [ ]bx n
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为了确定抽取在频域中的效果,希望能求得 的傅里叶变换 和[ ]bx n ( )j
bX e ω

( )jX e ω
的关系。为此,注意到 ( ) [ ]j j k

b b
k

X e x k eω ω
∞

−

=−∞

= ∑

因为

如果令 n = k N ,则有 /( ) [ ]j j n N
b p

k
X e x n eω ω

∞
−

= −∞

= ∑ (7.52)

上式右边就是 的傅里叶变换,即[ ]px n

/ /[ ] ( )j n N j N
p p

k
x n e X eω ω

∞
−

= −∞

=∑

因此可得
/( ) ( )j j N

b pX e X eω ω= ——这一关系如图7.35所示

[ ] [ ]b px n x nN=

( ) [ ]j j k
b p

k
X e x kN eω ω

∞
−

=−∞

= ∑所以有
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已采样序列 和抽取序列 的频谱差别,只在频率尺度上或归一化上.如

果原来的频谱 被适当地带限,以致于在 中不存在混叠。那

么，抽取的效果就是将原来序列的频谱扩展到一个较宽的频带部分。

如果原始序列x [n] 是由连续时间信号采样而得到，那么抽取过程就可以看成

是在连续时间信号上将采样率减小N倍的结果。因此抽取的过程往往称减采样.

[ ]px n [ ]bx n
( )jX e ω ( )j

pX e ω

/( ) ( )j j N
b pX e X eω ω=

( )j
pX e ω( )1( ) ( )sj kj

p
k

X e X e
N

ω ωω
∞

−

=−∞

= ∑
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——在工程上，通过抽取。可使信号扩展至整个频带，提高频带利用率，使

系统达到最大的减速采样，从而降低离散时间系统所要求的处理速度和规模。

增采样——把一个序列转换到一个较高的等效采样率上去，这称为增采样或内插

增采样基本上是抽取或减采样的逆过程。

• 考虑将序列 增采样以得到x [n] 的过程：

由 形成序列 ，只需要在 的每一个序列值之间插入

(N – 1)个幅度为零的序列值即可．然后就可以利用低通滤波器从 中得

到这个被内插了的序列x [n]  .

整个过程见图7.37

[ ]bx n

[ ]bx n [ ]px n [ ]bx n
[ ]px n
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( )j
bX e ω
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例:       下图为一抽取系统.图中 为一抗混叠滤波器,滤去信号中无用的

高频分量,并将信号的最高频率限制为 ,试问此时系统所能达到

的最大抽取N是多少?

1( )jH e ω

2 / 9Mω π=

解: 要获得最大的抽取,就必须使 占据整个频带．由于信号 的

最高频率 如对信号直接进行抽取，要不产生混叠，必须

满足 ，即 ，取N = 4 。对 进行

N = 4的抽取，就得到 ，它的频谱如图（b)所示。其中在

这段频带内频谱还是零。因此仍有进一步抽取的余地。具体做法如下：

( )j
bX e ω

1[ ]x n
2 / 9Mω π=

2 22
9s N

π πω = > × 9 / 2N < 1[ ]x n

2[ ]x n 8
9
π

ω π≤ ≤
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( )j
bX e ω

3( )jX e ω

[ ]bx n

•先对信号进行N = 2的内插，获得相应的内插序列 ，其频谱如图(c)所示

其最高频率为 ．

• 然后对 信号进行N = 9的抽取，使其占据整个频带．最终获得最大抽取

的序列 ，(d)所示

3[ ]x n
/ 9π

3[ ]x n
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小结:

1、采样定理——信号必须是带限的；

2、信号的重建——内插（带限内插、零阶保持、线性内插等）

3、采用离散时间系统来处理连续时间信号；

4、离散时间采样——采样、抽取

作业: P402页

题7.6       题7.10         题7.27                            题7.31      题7.43

2s Mω ω>
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二、例： 设信号 的频谱为 ,另一个信号 p ( t )为( )S jω( )s t 0( ) cosp t tω=

求 r ( t ) = s ( t ) p ( t ) =                            的频谱 。

解：因为

( )R jω
0 0

0

0

0 0

0

0

0

0 0

1( ) cos ( )
2

1 2 ( )
1 2 ( )

1 2 ( )
1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
2

j t j t

F

j t F

j t F

j t j t F

p t t e e

e

e

p t e e P j

ω ω

ω

ω

ω ω

ω

πδ ω

πδ ω ω

πδ ω ω

ω π δ ω ω δ ω ω

−

−

−

= = +

←→

× ←→ −

× ←→ +

= + ←→ = − + +

而

0 0

0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( ) ( )]
2
1 1[ ( )] [ ( )]
2 2

Fr t s t p t R j S j P j

S j

S j S j

ω ω ω
π

ω π δ ω ω δ ω ω
π

ω ω ω ω

= ←→ = ∗

= ∗ − + +

= − + +

据频移性，可得

所以

又因为

0( ) coss t tω

×( )s t

0( ) cosp t tω=

( )r t =

0( ) coss t tω
调制

所以

设信号的频谱如图所示,最高频率为:      ,则可画出1ω ( )R jω
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注意:  图中已假设 。

若 时,就会产生重
叠。

0 1ω ω>
0 1ω ω<

这在通信中称调制。
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三、例：其中 ,求低通滤波器的频谱 。
0( ) c o sp t tω=

× g( t ) = r ( t ) p ( t )              ( )r t = 0( ) coss t tω

0( ) c o sp t tω=解：

0

2
0 0

0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) cos

( ) ( ) ( ) ( )cos ( )[1 cos 2 ] / 2
1 [ ( ) ( ) cos 2 ]
2

1 1 1( ) ( ) { ( ) [ ( 2 ) ( 2 )]}
2 2 2

1 1( ) { [ ( 2 )] [ ( 2 )]}
2 4

r t s t p t p t t
g t r t p t s t t s t t

s t s t t

G j S j S j

S j S j S j

ω

ω ω

ω

ω ω ω π δ ω ω δ ω ω
π

ω ω ω ω ω

= =

∴ = = = +

= +

= + ∗ − + +

= + + + −

∵

低通滤波器
( ) ( )y t s t=

解调

( )cH jω
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由图可知，当g ( t )通过

理想低通滤波器时，只

要使该滤波器幅度为2，

截止频率 满足cω
1 0 12cω ω ω ω< < −

就可使调制信号s ( t )

得到恢复,得

cω− cω

( ) ( )y t s t=

这就是解调

1 0 12 2
( )

0
c

cH j
ω ω ω ω

ω
< < −

=
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四、具有可变中心频率的频率选择性滤波

cj te ω

( )x t

cj te ω−

1( ) ( ) ( ) [2 ( ) ( )] [ ( )]
2

cj t F
c cy t e x t Y j X j X jω ω πδ ω ω ω ω ω

π
= ←→ = − ∗ = −

即 等于 向右移 ；

同样可得:

( )Y jω ( )X jω cω

( ) ( ) ( ) [ ( )]cj t F
cf t e w t F j W jω ω ω ω−= ←→ = +

即 就等于 向左移 。( )F jω ( )W jω cω
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可见，整个系统等效于

一个中心频率为

带宽为 的理想带通

滤波器。随着 的改

变，该带通滤波器的中

心频率也就改变了。

cω−

02ω

cω
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例:       下图为一抽取系统.图中 为一抗混叠滤波器,滤去信号中无用的

高频分量,并将信号的最高频率限制为 ,试问此时系统所能达到

的最大抽取N是多少?

1( )jH e ω

2 / 9Mω π=

解: 要获得最大的抽取,就必须使 占据整个频带．由于信号 的

最高频率 如对信号直接进行抽取，要不产生混叠，必须

满足 ，即 ，取N = 4 。对 进行

N = 4的抽取，就得到 ，它的频谱如图（b)所示。其中在

这段频带内频谱还是零。因此仍有进一步抽取的余地。具体做法如下：

( )j
bX e ω

1[ ]x n
2 / 9Mω π=

2 22
9s N

π πω = > × 9 / 2N < 1[ ]x n

2[ ]x n 8
9
π

ω π≤ ≤
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( )j
bX e ω

3( )jX e ω

[ ]bx n

•先对信号进行N = 2的内插，获得相应的内插序列 ，其频谱如图(c)所示

其最高频率为 ．

• 然后对 信号进行N = 9的抽取，使其占据整个频带．最终获得最大抽取

的序列 ，(d)所示

3[ ]x n
/ 9π

3[ ]x n
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例：系统如图所示，其中

0

0

0 0

sin(3 / 2)( )

( ) cos 2 4cos8

( ) jk t
k

k

tx t
t

p t t t

h t c e ω

ω
π
ω ω

∞

=−∞

=

= +

= ∑

求：y (t)的傅立叶级数表示式．

⊗ ( )h t( )x t

( )p t

( )y t

解：

0 03 / 2 3 / 2
0 0 0

0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 3sin(3 / 2) [ ] [ ( ) ( )]
2 2 2 2

3 3[ ( ) ( )]
2 2

F

j t j t F

e t x t p t E j X j P j

t e e
j j

j

ω ω

ω ω ω
π

π
ω δ ω ω δ ω ω

π δ ω ω δ ω ω

−

= ←→ = ∗

= − ←→ − − +

= + − −

∵

据频域积分性: 1 ( ) (0) ( ) ( )Fx t x t X j d
jt

ω
π δ η η

−∞
− + ←→ ∫
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0
0 0

0 0

0
0

0 0

0

sin(3 / 2) 3 3[ ( ) ( )]
2 2

3 3[ ( ) ( )]
2 2

31 ,sin(3 / 2) 3 3 2( ) ( )
32 2 0 ,
2

F

F

t j d
jt

j U U

t U U
t

ωω
π δ η ω δ η ω η

π ω ω ω ω

ω ω
ω

ω ω ω ω
π ω ω

−∞
− ←→ + − −

= + − −

 <←→ + − − = 
 >


∫

0 0 0 0

0 0 0 0

0

3 9

0 0
1 7

( ) [ ( 2 ) ( 2 ) 4 ( 8 ) 4 ( 8 )]
1( ) ( ) ( )

2
1 1[ ( 2 )] [ ( 2 )] 2 [ ( 8 )] 2 [ ( 8 )]
2 2

( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( )

k
k

k k
k k

P j

E j X j P j

X j X j X j X j

H j c k

Y j E j H j c k c k

ω π δ ω ω δ ω ω δ ω ω δ ω ω

ω ω ω
π

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω π δ ω ω

ω ω ω π δ ω ω π δ ω ω

∞

=−∞

= =

= + + − + + + −

= ∗

= + + − + + + −

= −

= = − + −

∑

∑ ∑
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0 0 0

3 9

1 7

1( ) 2
2

1 , 1, 2, 3
2
2 , 7, 8, 9
0 ,

jk t jk t jk t
k k k

k k k

k

k k

y t c e c e y e

c k

y c k

ω ω ω
∞

= = =−∞

= + =

 = ± ± ±


= = ± ± ±




∑ ∑ ∑

( )X jω

03 / 2ω− 03 / 2ω

( )P jω

08ω− 08ω02ω− 02ω

2 21/ 2 1/ 2

08ω− 08ω02ω02ω−

( )E jω
1/ 2

2 21/ 2
ω

ω

ω

00.5ω 06.5ω03.5ω
09.5ω
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注意：1、在实际中x (t)是一个具体的信号——即必须掌握信号的变换

题7.2  、题7.4   、题7.21、题7.28

0 0 0

0 0

00
0 0

0

20

20
0

2

sin [ ( ) ( )] [ ( ) ( )

cos [ ( ) ( )]

1sin ( ) ( ) ( )
0

sin 1( ) ( ) ( )
2

sin( ) cos

1( )
( )

F

F

F

F

Fat

t j a a
j

t a

t X j U U
t

t X j X j
t

t t
t

te u t
a j

π
ω π δ ω δ ω ω δ ω ω δ ω

ω π δ ω δ ω ω

ω ωω
ω ω ω ω ω

π ω ω

ω
ω ω

π π
ω

ω
π

ω
−

←→ + − − = − − +

←→ + + −

 <←→ = + − − = 
>

←→ ∗

←→

←→
+
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• 10.0 引言

• 10.1  z变换

• 10.2  z变换的收敛域

• 10.3  z反变换

• 10.4  由零极点图对傅立叶变换进行几何求值

• 10.5  z变换的性质

• 10.6  几个常用z变换对

• 10.7 利用z 变换分析与表征ＬＴＩ系统

• 10.8 系统函数的代数属性与方框图表示

• 10.9  单边z变换

第十章Z变换
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•离散时间信号的z变换对应连续时间信号的拉普拉斯变换

• z变换比傅立叶变换的适用范围更广，是傅立叶变换的推广形式

•在分析问题中，z变换概念往往比傅立叶变换更方便

10.0   引言
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10.1   Z变换

• ( ) [ ] n

n
X z x n z

∞
−

= − ∞

= ∑1、 一个离散时间信号z变换定义为：

式中： z 为复变量

为了方便，也将x [n]的z变换写为： { [ ]}Z x n

[ ] ( )Zx n X z←→而x [n] 和它的z 变换之间的关系记作:

称双边 z  变换

2、 z变换和离散时间傅立叶变换之间的一些重要关系。为了说明这些关系, 将

复变量z表示成极坐标形式： ωjrez =

∑∑
∞

−∞=

−−
∞

−∞=

− ==
n

njn

n

njj ernxrenxreX ωωω )][()]([)(则：

• 由上式可见,                     就是 的傅立叶变换，即( )jX re ω [ ] nx n r−

{ }( ) [ ]j nX re F x n rω −=

• 适当选取 r 会使许多原来傅立叶变换不收敛的函数具有z变换。(例如 :  u[n])

• 当r = 1 时(即 )，z变换就演变为傅立叶变换1z = { }( ) ( ) [ ]j
j

z e
X z X e F x nω

ω
=

= =

Im

Reω

jz re ω=

r
—— z平面
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因此，傅立叶变换是z变换的一个特例。表现在z平面上，是一个单位圆。

这也解释了：傅立叶变换以2π为周期的原因。

• 为了使z 变换收敛，就要求 ，即：要求 的傅立

叶变换收敛。

• 一般来说，对于某一序列的z变换，存在着一个z 值的范围，对该范围内的 z，

X [z]收敛。这样一些值的范围就称为收敛域[ROC]。

为了说明z变换及其有关的收敛域ROC，看下面例题。

[ ] n

n
x n r

∞
−

=−∞

< ∞∑

∑∑
∞

−∞=

−−
∞

−∞=

− ==
n

njn

n

njj ernxrenxreX ωωω )][()]([)(因为

Z平面Im

Re

单位圆

ω

jz e ω=

1

2、z 变换的收敛问题

[ ] nx n r−
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例 10 .1    有一序列 ——这是右序列

它的z变换为

[ ] [ ]nx n a u n=

1

0
( ) [ ] ( )n n n

n n
X z a u n z az

∞ ∞
− −

=−∞ =

= =∑ ∑

为使X (z)收敛，就要求

于是z变换收敛域为：

1 1az− <

z a>

1
1

0

1( ) ( )
1

n

n

zX z az
a z a

a
z

z
∞

−
−

=

= = =
− −

>∑即
（10.9)

，指在z平面上为以原点为中心，半径 的圆外部区域，如下

图(a )所示。

z a> r a=

AB A B=∵
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• 因为 1
1

0

1( ) ( )
1

n

n

zX z az
az z a

∞
−

−
=

= = =
− −∑

上式可见，它有一个零点z = 0（分子多项式的根）和一

个极点z = a（分母多项式的根）。

若 ，则ROC包含单位圆，所以傅立叶变换
也收敛。

• 若 , ROC就不包括单位圆， 的傅立叶

变换不收敛。

即
×

(b)
结论：

•右序列z变换的收敛域一般位于z平面半径为 r  的圆外区域。

•只有当ROC包括单位圆时，x [n]的傅立叶变换才绝对收敛。

0 1a< <

1a > [ ]na u n

[ ] [ ]n

n n
x n a u n

∞ ∞

=−∞ =−∞

= → ∞∑ ∑
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它有一个零点z = 0和一个极点z = a 。

例 10.2  设 ——这是一个左序列[ ] [ 1] [ ( 1)]n nx n a u n a u n= − − − = − − +
1

1

1 0
( ) 1 ( )[ 1]n n n n n n n

n n n n
X z a z a z a z a zu n

−∞ ∞ ∞
− − − −

=−∞ =−∞ = =

= − = − = − =− − −∑ ∑ ∑ ∑

• 若使该级数收敛，则应使 ，即z 变换的收敛域为：1 1a z− < z a<

1 1

1 1( ) 1
1 1

zX z
a z az z a− −= − = =

− − −

单位圆

注意：例10.1和10.2中,两者的X (z)代数表示式和零极点图

都是一样的,不同的仅是z变换的收敛域。因此，z变换

的表述既要求它的代数表示式，又要求相应的收敛域。

结论：

1. 左序列z变换的收敛域位于z平面收敛半径为 a   的圆内区域。

2. 由例1、例2可见：只要x [n] 是实指数或复指数的线性

组合，X  (z)就一定是有理的．

那么

这时 z a<

-1
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10.2  z变换的收敛域性质

z变换的收敛域的几个性质：

性质1：X (z) 的ROC是在z平面内以原点为中心的圆环。

因为：根据z变换的定义，有

( ) ( ) n

n
X z x n z

∞
−

=−∞

= ∑
若将上式中的复变量z表示成极坐标形式 ，可得

( ) [ ( ) ]

[ ]

n j n

n

n

n

X z x n r e

x n r

ω
∞

− −

= − ∞

∞
−

= − ∞

=

< ∞

∑

∑

jz re ω=

当 时，信号的z变换一定存在。

可见，对于给定的 x [n]，它的z变换是否收敛，仅决定于 r 的取值，而与 无关.

由于收敛域仅取决于 ，所以若有某一特定的 z 值在收敛域内，那么在同一圆

上的全部z值都位于收敛域内——这就说明收敛域是由同心圆环组成。在某些情

况下,ROC的内圆的边界可向内延伸到零点,外圆边界可向外延伸到无限远.

ω
r
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性质2：ROC 内不包含任何极点。

因为在极点处，X (z)为无穷大。因此根据定义，z变换不收敛。

性质3：如果x [n]是有限长序列，那么ROC就是整个z平面，可能除去z = 0 和/或

——这要看上下限的具体情况。

因为对于有限长序列x [n]，其z变换为一有限项级数，即
z = ∞

2

1

2 1( ) [ ] ,
N

n

n N
X z x n z N N−

=

= ≥∑
• 若z不等于零和无穷大时，和式中的每一项均为有限值，所以X(z)一定收敛。

• 若 和 ,和式中既有z的正幂项，又包含z的负幂项，此时收敛

域不包括 z = 0 和 。( 当 时, z的负幂项 变为无界;

而当 时, z的正幂项变为无界.)

• 如果 ，和式中仅有z的负幂项，这时收敛域就包含 ，但不包

括z = 0 。

• 如果 ，和式中只有z 的正幂项，这时收敛域包括z = 0 ,但不包

括 。

1 0N <
2 0N >

z = ∞

1 0N ≥ z = ∞

2 0N ≤
z = ∞

0z →
z → ∞

1n
nz

z
− =

2N 1N
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性质4：如果x [n]是一个右边序列，并且 的圆位于ROC内，那么

的全部有限 z  值都一定在这个ROC内。

一个右边序列是指 时，x [n] = 0 的序列。其 z 变换式可写成为

0z r= 0z r>

1n N<

1

( ) [ ] n

n N
X z x n z

∞
−

=

= ∑
式中 是有限值，可以正也可以负。

1、当 是负时，和式中包括z的正幂次项，这些项将随 而变成无界。

此时，右边序列的ROC不包括无穷远点。

2、当 时，和式中只有z的负幂次项，这些项将随

而变成无界。此时ROC不包含z = 0，

1N
1N z → ∞

1 0N ≥

但包括 。z = ∞
0r

可能除去无限大

为因果序列

0z →
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性质5： 如果x [n] 是一个左边序列，而且 的圆位于ROC内。那么，满足

的全部 z 值都一定在这个ROC内。

一个左边序列的z变换有如下形式：

0z r=

00 z r< <

2

( ) [ ]
N

n

n
X z x n z−

=−∞

= ∑
这里 可正可负。

1、当 为正时，则上式中将包括z 的负幂次项，这些项
2N

2N

将随 而变成无界。因此一般左边序列的z变换，其ROC不包括z = 0 ;

2、如果 ，ROC一定包括z = 0 。

0z →

2 0N ≤

0r
可能除去z = 0
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性质6：如果x [n]是双边序列，而且 的圆位于ROC 内，那么该ROC一定

是由包括 的圆环所组成。

双边序列的ROC可以把x [n] 表示成一个右边序列和一个左边序列之和来确定

1、对于右边分量的ROC在内部被一个圆所界定，而向外延伸到无限远点；

2、对于左边分量的ROC向外被一个圆所界定，而向内延伸到原点。

3、整个序列的ROC就是这两部分ROC的相交。重叠部分就是在z平面内的一个圆

环。

0z r=

0z r=

下面将用几个例子来说明上面几个性质.

0r
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性质7：如果x[n]的z 变换X( z ) 是有理的，那么它的ROC就被极点所界定，或

者延伸至无限远。——即ROC内不包含极点。

性质8：如果x[n]的z变换X(z)是有理的，而且

• 若x[n]是右边序列，那么，ROC就位于z平面内最外层极点的外边；(但可

能不包括无穷远点).

• 若x[n]是因果序列（即x[n]为 等于0的右边序列），那么，ROC也

包括 。

（这是将性质7与性质4、5结合在一起得到的）

性质9：如果x[n]的z变换X(z)是有理的，而且
• 若x[n]是左边序列，那么，ROC就位于z平面内最里层的非零极点的里

边；并 且向内延伸到可能包括z = 0。
• 若x [n]是反因果序列（即x [n] 当n >0 时等于0的左边序列），

那么，ROC也包 括z = 0  。

0n <
z = ∞

说明一定有极点

n1−

x [n]



 

 

 

590

10.3  z 反变换

一个离散时间信号x[n]可以变换成z域函数X (z)，同样一个z域函数X(z)也可以变
换为时域信号x[n] 。前者称为z变换，后者则称z 反变换，记作

{ }1[ ] ( )x n Z X z−=
我们知道信号x [n]的z变换可以看作 的离散时间傅立叶变换，即[ ] nx n r−

{ }( ) ( ) ( [ ] ) [ ]j n j n n

n
X z X re x n r e F x n rω ω

∞
− − −

=−∞

= = =∑

对上式两边进行傅立叶反变换，得

{ }
{ }

1

1

[ ] ( )

[ ] ( )

n j

n j

x n r F X re

x n r F X re

ω

ω

− −

−

=

=即：

根据傅立叶反变换的定义，可得

2 2

1 1[ ] ( ) ( )( )
2 2

n j j n j j nx n r X re e d X re re dω ω ω ω

π π
ω ω

π π
= =∫ ∫

取 ，r固定不变，则有 ，即
jz re ω= ( )jdz re d j jzdω ω ω= = 11d z dz

j
ω −=
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因为上式积分是对 在整个 间隔内进行。当z作积分变量后，就相当于沿

着 的圆环绕一周，所以有

ω 2π
z r=

11[ ] ( )
2

n

c

c

x n X z z dz
jπ

−= ∫

∫

Ñ
Ñ其中 代表逆时针沿着中心在原点、半径为r的圆作闭合路径积分。

（10.41)

(10.41)式就是z反变换的表达式，它与（10.3)式一起构成z 变换对。即

11[ ] ( )
2

( ) [ ]

n

c

n

n

x n X z z dz
j

X z x n z

π
−

∞
−

=−∞

=

=

∫

∑

Ñ

显然，用（10.41）式来求z反变换要利用z 平面的围线积分。然而，对有理z

变换，z反变换更为方便的方法是：幂级数展开法和部分分式法。
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一、部分分式法

如z变换式X(z)具有如下形式：
( 1) 1

1 1 0
( 1) 1

1 1 0

1
0 1

( )( )
( )

1

M M
m m

N N
n n

M N N
n k

n
n k k

b z B z b z bN zX z
D z a z a z a z a

AB z
z z

− − − −
−

− − − −
−

−
−

−
= =

+ + + +
= =

+ + + +

= +
−∑ ∑

L
L

当 时，可写为M N≥

其中： k

n

z
B
——是X(z)的一阶极点（k = 1,2,3,…..)

——是X(z)的整数部分的系数，可用长除法求得。
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例10.9  有一z 变换X(z)为：

1

1 1

53 16( ) ,1 1 3(1 )(1 )
4 3

z
X z z

z z

−

− −

−
= >

− −
求 :   x[n]

解：由题可见：1、有两个极点，z = 1/3    和 z = 1/4    。

2、ROC位于最外边极点的外边。——由性质4可知，反变换是一

个右边序列。

其展开式为：

1

1 2

1 1 1 1

1 1

53
6( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) 1 1

4 3 4 3
1 2( ) 1 11 1
4 3

z A AX z
z z z z

X z
z z

−

− − − −

− −

−
= = +

− − − −

= +
− −

可求得：

为了确定每一项的反变换，必须标出每一项的ROC。由于X(z)的ROC是位于最

外层极点的外边，所以每一项的ROC都必须位于自己极点的外边。否则 z变换

不存在。
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设
1 2

1
1

2
1

[ ] [ ] [ ]
1 1[ ] ,1 41
4
2 1[ ] ,1 31
3

Z

Z

x n x n x n

x n z
z

x n z
z

−

−

= +

←→ >
−

←→ >
−

则

可得 1 2
1 1[ ] ( ) [ ] , [ ] 2( ) [ ]
4 3

1 1[ ] ( ) [ ] 2( ) [ ]
4 3

n n

n n

x n u n x n u n

x n u n u n

= =

= +
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例10.10   若将上例中的ROC改为 。即

1

1 1

53 16( ) ,1 / 41 1 3(1 )(1 )
4 3

z
X z z

z z

−

− −

−
= < <

− −

1/ 4 1/ 3z< <

求 x[n]

解：用部分分式法将上式展开得：
1 1

1 2( ) 1 11 1
4 3

X z
z z− −

= +
− −设 1 2

1
1

2
1

[ ] [ ] [ ]
1 1[ ] ,1 41
4
2 1[ ] ,1 31
3

Z

Z

x n x n x n

x n z
z

x n z
z

−

−

= +

← → >
−

← → <
−

与上题相同，即 不变。

与上题不同，由例10.2可得

1[ ]x n

2
1[ ] 2 ( ) [ 1 ]
3

1 1[ ] ( ) [ ] 2 ( ) [ 1 ]
4 3

n

n n

x n u n

x n u n u n

= − − −

= − − −所以
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前面这些例子说明了利用部分分式法来确定z变换的基本步骤。.

假定X(z)的部分分式具有如下形式：

1
1

( )
1

m
i

i i

AX z
a z−

=

=
−∑

X(z)的反变换就等于每一项反变换之和。

1、若X(z)的ROC是位于极点 的外边，那么与上式相应项的反变换就是：iz a=
[ ]n

i iA a u n

2、若X(z)的ROC是位于极点 的里边，那么对应于这一项的反变换就是：iz a=

[ 1]n
i iA a u n− − −
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二、幂级数展开法

幂级数展开法是通过将z变换X(z)  展开成z的幂级数形式，进而求得z反变换。

由z变换定义可知，信号x [n]  的z 变换为：

1

( ) [ ]

[ 1] [0] [1] [ ]

n

n
n

X z x n z

x z x x z x n z

∞
−

=−∞

− −

=

= + − + + + + +

∑
L L L

这就是z的幂级数。并且幂级数展开式的通项的系数就是要求的信号序列。

因此只要将z变换展开为上述幂级数形式，就可以得到信号x[n] 的序列。

•对于z 变换的幂级数展开可以借助于代数中的长除法进行，即将X(z)的分子和分

母多项式按z的降幂或升幂排列，然后用分子多项式除以分母多项式，所得的商

就是X(z)的幂级数展开式。

下面分三种情况进行说明：
当为反因果信号时

当为因果信号时
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例：已知 ，求 x [n]

1

1 2

11
2( ) , 13 11

2 2

z
X z z

z z

−

− −

+
= >

− +

解：由于X(z)的收敛域为 ，这表示ROC在单位圆外，且包含无限远点。

所以X(z)所对应的时域信号x [n] 一定是一个因果序列，幂级数展开式中只

有z的负幂次项。因此对X(z)用长除法展开幂级数时，分子和分母多项式应

按降幂排列，即

1z >

Im

Re

单位圆

ω

Z平面
ωjez =

0 11−

0 n
1

1、若 X(z)的收敛域为 1z >

0 1 2

0
( ) [ ] [0] [1] [2]n

n
X z x n z x z x z x z

∞
− − −

=

= = + +∑ L
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1 2

1 2 1

1 2

1 2

1 2 3

2 3

2 3 4

3 4

51 2
2

3 1 11 1
2 2 2

3 1)1
2 2

12
2

2 3
5
2
5 15 5
2 4 4

11 5
4 4

z z

z z z

z z

z z

z z z

z z

z z z

z z

− −

− − −

− −

− −

− − −

− −

− − −

− −

+ + +

− + +

− − +

−

− +

−

− +

−

L

LL



 

 

 

600

1 2

0

5( ) [ ] 1 2
2

n

n
X z x n z z z

∞
− −−

=

= = + + +∑ L

因为单位脉冲的z变换为：

0 0 0( )
0 0

[ ] [ ] 1

[ ] [ ] [ ] [ ]

5[ ] [ ] 2 [ 1] [ 2]
2

Z n

n

m n n nZ n m

n m m

n n z

n n n n z m z z m z z

x n n n n

δ δ

δ δ δ δ

δ δ δ

∞
−

=−∞

∞ ∞ ∞
− + − −− −

=−∞ =−∞ =−∞

←→ =

− ←→ − = = =

∴ = + − + −

∑

∑ ∑ ∑
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2、如果收敛域变为 （即收敛域在圆内，且一定包括z = 0）

那么，所对应的时域信号是

一个反因果信号，幂级数

展开式中只有z的正幂次项。

此时必须按升幂排列，即

1
2

z <
2 3

2 1 1

1

2

2

2 3

2 3

5 13
1 3 11 1
2 2 2

1 3)
2 2

5
2

5 15) 5
2 2

13 5
2

13 39) 13
2 2

29 13
2

z z z

z z z

z z

z

z z

z z

z z z

z z

− − −

−

+ + +

− + +

− − +

−

− − +

−

− − +

−

L

LL

0
0

1
2 3

0 [ ] 0; [ 1] 1, [ 2] 5, [ 3] 1

( ) [ ] 5

3,
( )
[ ] [ 1] 5 [ 2] 13 [ 3

1

]

3

nZ

n

n

n x n x x x
n n z

x n n n

X z x n z z z z

n
δ

δ δ δ

−
−

=−∞

∴

≥ = − = − = − =

+ ←→
= + + + +

= = +

+

+ +∑

∵

L

L

L

当 时

n0

1
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3、如果X(z) 的收敛域是一个圆环（即所对应的时域信号为双边信号），必须把

X(z)分为收敛域为圆环的外圆以内的部分（对应的时域信号为反因果信号）

和收敛域为圆环的内圆以外的部分（对应的时域信号为因果信号）之和，然后

再分别应用幂级数展开法。

例如：双边信号为x[n]的z 变换为：

1 2 3 1
1

1 2
1 2 2 2

3 3 3 1
12 2 4 2( ) , 11 11 3 2 2(1 3 2 )(1 ) 1

4 4

z z z zzX z z
z zz z z z

− − − −
−

− −
− − − −

− +
= = + < <

− +− + − −

在用幂级数展开法求z 反变换时，首先应该把X(z) 分为
1

1

1 2
2

1
12, 1 ,11 3 2 21

4

zz z z
z z z

−
−

− −
−

< >
− + −

和

然后再对这两项分别用长除法进行幂级数展开。

注意：用这种方法求得的结果通常只有x[n]的若干个值，不容易据此写出x[n]的

表达式。但用幂级数展开法来求z反变换对非有理的z变换式特别有用。见下例

1 21, 2z z= =
1 21/ 2, 1/ 2z z= = −
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例 10 .14  考虑如下z变换X(z)
1( ) log(1 ) ,X z az z a

z a

−= + >

>由于 ，可将上式展开为泰勒级数

1

1

1

1

1 1

1

( 1)log(1 ) , 1

( 1)( )

( 1) , 1[ ]
0 , 0

( )[ [ ]

( 1

]

)

1

n n

n
n n n

n

n n

n
n

n

n na
n

a zX z z
n

a nx n n
n

ax u

n

n n
n

υ
υ υ

+∞

=

+ −∞ ∞
−

= =

+

+

−
+ = <

−
= =


− ≥= 

 ≤
− −

= −

−

∑

∑ ∑

据此，可确认出

或等效为

因为

所以
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10.4 由零极点图对傅立叶变换进行几何求值
现考虑一个LTI系统,其输入、输出满足如下线性常系数差分方程：

1 2

0 0 0 0

1

0 1 1

1

0 1 1

(
1 21

1

[ ] [ ] ( ) ( )

(1 ) ( )
( )( )
( ) (1 ) ( )

( )
( )

( )

N M N M
Z k k

k k k k
k k k k

m mM
k

r rk
k r r

N n n
k

k i i
k i i

m

j
j r

i
i

j
r

j

m
n

a y n k b x n k a z Y z b z X z

z z z zb z
Y zH z

e z

e

G G
X z a z p z z p

B B B eH e G G
p

θ θ
ω

ω

ω

− −

= = = =

−−

= = =

− −

= = =

+
=

=

−

−

− = − ←→ =

− −
= = = =

− −

= =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∏ ∏

∑ ∏ ∏

∏

∏

LL
1 1

1 2

) ( )
1

( )
1 2

1

1

1 1

1

( ) ( )

m n

m r i
r i

n

m

r j
r

nj
n

i
i

m

r m n
j r

r in
r i

i
i

B
G e

A A A e A

B
H e G

A

θ θ φ

φ φ φ

ω ϕ ω θ φ

= =

+ −
=

+ +

=

=

= =

=

∑ ∑
=

= = −

∏

∏

∏
∑ ∑

∏

LL

当r = 1时，得

因式分解后得

零点指向单位圆的向量

r

i

jj
r r

jj
i i

e z B e
e p Ae

θω

φω

− =

− =
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因此，利用z平面内零极点向量能对傅立叶变换进行几何求值。

为了说明这一点，请看一阶和二阶系统

10.4.1 一阶系统

一阶因果离散时间系统的单位脉冲响应h[n]具有如下形式：

1

[ ] [ ]
1( ) ,

1

nh n a u n
zH z z a

az z a−

=

= = >
− −

它的z变换为

若 ，ROC包括单位圆。结果，h[n]的傅立叶变换收敛。1a <

1

1 2

2

1 1 ( )

2 2

1( )
1

jj
jj

jj j

v e veH e e
ae e a v e v

ωω
ω ωω

ωω ω
−

−= = = =
− −

一阶系统的频率响应为：

(10.66)

(10.65)
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1v ω

0.95

ml

图(a)画出了(10.65)式的零极点图：极点 z = a   ;零点 z = 0

频率响应在 处的模就是向量 的长度与向量 的长度之比。

频率响应的相位是：向量

相对于实轴的角度减去

向量 相对于实轴的角度。

•由于向量 的长度为1，

所以对模特性无影响，

它的相位为 。

•而向量 的长度在 时最小，

所以在 时，模有最大值。

1v 2vω

1v

2v

1v

ω
1

1 2

2

1 1 ( )

2 2

j
j

j

v e v
e

v e v

ω
ω ω

ω
−=

2v 0ω =

0ω =

图(b),(c)为不同a时的模和相
位变化情况。
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求得系统函数为：
2

1 2 2 2 2

2 2

2 2

2

1( )
1 (2 cos ) (2 cos )

( ) ( ) ( )

( )( )

j j j j j j j

j j

zH z
r z r z z r z r

z z
z r e e z r e e z z re re z re

z
z re z e

θ θ θ θ θ θ θ

θ θ

θ θ− −

− − −

−

= =
− + − +

= =
− + + − − −

=
− −

可求得极点为 1 2,j jz re z reθ θ−= =

在z = 0  有二阶零点。

H(z)的零极点图如图10.14(a)所示。

10.4.2 二阶系统

一个二阶因果LTI系统，其差分方程为（式中 ）

2[ ] 2 cos [ 1] [ 2] [ ]y n r y n r y n x nθ− − + − =

0 1, 0r θ π< < ≤ ≤

见 P336 
（6.75）式
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频率响应的模等于
2

1

2 3

( )j v
H e

v v
ω =

频率响应的相位等于

相对于实轴的角度的两

倍减去向量 和 的

角度之和。

图（b)、(c)为不同r 时

频率响应的模和特性。

1v

2v 3v

2v

3v
1vr

1 2,j jz re z reθ θ−= =
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10.5   z变换的性质

10.5.1 线性

若 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

[ ] ( ) , ( )

[ ] ( ) , ( )

[ ] [ ] ( ) ( )

z

z

z

x n X z ROC R R z R

x n X z ROC R R z R

ax n bx n aX z bX z ROC R R

− +

− +

←→ = < <

←→ = < <

+ ←→ + ∩包括

1、这里a 和b为常数。

1 2( ) ( )aX z bX z+ 的收敛域，在一般情况下是各信号（即 和 ）1 2[ ] [ ]x n x n
z变换收敛域的公共部分。

2、

3、若在相加过程中出现零极点相消现象，则收敛域可能要比各信号Z变换收敛域

的公共部分大。



 

 

 

610

1
1 1 1

0 0

1 ( 1) 1
2 1

1 0 0

1( ) [ ] ( ) ,
1

1( ) ( ) ,
(1 )

n n n n

n n n

n n m m m

n m n

zX z x n z a z az z a
az z a

a a aX z a z a z az z a
z z az z a

∞ ∞ ∞
− − −

−
=−∞ = =

∞ ∞ ∞
− + − + −

−
= = =

= = = = = >
− −

= = = = ⋅ = >
− −

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

所以有：

1 2( ) ( ) ( ) 1, 0z aY z X z X z z
z a

a
z aa

z
z

−
−

= − = − = = ≤ ≤ ∞
− −

可见，线性叠加后可能使得新序列Z 变换的零极点相互抵消，导致新序列的Z 变

换的ROC边界发生改变。此例中ROC就由旧序列的 扩展到新序列的全部

Z平面。
z a>

设 则1 1m n n m= − = +

例如：求序列 的Z变换。

解：令

[ ] [ ] [ 1]n ny n a u n a u n= − −

1 2[ ] [ ], [ ] [ 1]n nx n a u n x n a u n= = −

由Z变换定义，可得
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10.5.2  时移性质

若

0
0

[ ] ( )
[ ] ( )

Z

nZ

x n X z ROC R
x n n z X z ROC R−

←→ =

− ←→ = ,原点或无限远点可能加上或除掉.

上述性质表明：信号在时域平移一个 ，相当于Ｚ域乘以 。其收敛域在

或 处可能发生变化。这是因为 是一个可正可负的整数。

１、当 时， 将会在z = 0引入极点，因此说， 的ROC等于

的ROC，但原点要除去。

2、当 时，在这种情况下,               是 的一个极点，因此，

的ROC    等于 的ROC，但要除去 。

0n 0nz−

0z z= =∞ 0n
0 0n > 0nz− 0 ( )nz X z−

( )X z
0 0n < 0 ( )nz X z−z =∞ 0 ( )nz X z−

( )X z z = ∞

证明： { } 0

0 0

( )
0 0[ ] [ [

[ )

] ]

] (

m nn

n m

nn m

m

Z x n n x n n z x m z

z x z zm z X

∞ ∞
− +−

=−∞ =−∞

∞
− − −

=−∞

− = − =

= =

∑ ∑

∑
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10.5.3  z域尺度变换

若

0 0
0

[ ] ( )

[ ] ( )

Z

Zn

x n X z ROC R
zz x n X ROC z R
z

←→ =

←→ =则

此性质表明：信号在时域乘以 ，在z域等效进行尺度变换．这里 通常是一

个复常数。

1、如果 ，这时 ，并且

0
nz 0z

0
0

jz e ω= 0z R R= 0 0[ ] ( )j n jZe x n X e zω ω−←→

证明：据定义

{ }0 0 0
0 0

[ ] [ ] [ ]( ) ( )n n n n

n n

z zZ z x n z x n z x n X ROC z R
z z

∞ ∞
− −

=−∞ =−∞

= = = =∑ ∑

上式左边相应于乘以复指数序列；而右边可以看作在 z 平面内旋转。即全部零极

点的位置在z平面内旋转一个 的角度。如图10.15所示。0ω

1 2zρ ρ< <

1 2
0

z
z

ρ ρ< <

(                             )

(                                  )
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这一过程可以这样来看:如果X (z)中有一个因式 ,那么,                       

中将有一个因式为 。于是 在z = a 的一个极点或零点就

变成 中在 的一个极点或零点。因此z变换在单位圆上的

特性也将移动一个角度 。

1(1 )az −− 0( )jX e zω−

0 1(1 )jae zω −− ( )X z
0( )jX e zω− 0jz ae ω=

0ω
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2、若 ，则除了零点和极点有一个 旋转外，在大小上还要有

倍的变化。即

0
0 0

jz r e ω=
0ω 0r

0 1
0(1 )jar e zω −−
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10.5.4   时间反转

若

1

[ ] ( )
1[ ] ( )

z

Z

x n X z ROC R

x n X z ROC
R

−

←→ =

− ←→ =则

信号在时域进行反转等效于z 域坐标变换为 。其收敛域为R的倒置。

说明：如果 的收敛域为 ，则 对应的收敛域

为：

证明： { } 1 1[ ] [ ] [ ]( ) ( )n m

n m
Z x n x n z x m z X z

∞ ∞
− − − −

=−∞ =−∞

− = − = =∑ ∑
1z−

( )X z a z b< < 1( )X z−

1 1b z a− −< <1a z b−< < 则有
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10.5.5  时间扩展

因为离散时间变量是仅仅定义在整数值上。所以在5.3.7节引入了 其定义为( )[ ]kx n

( )

[ / ]
[ ]

0k

x n k
x n 

= 


，n 是k的整数倍

，n 不是k的整数倍

它在原有序列x [n]  的各连续值之间插入（k-1)个零值序列．

在这种情况下，若

1/
( )

[ ] ( )
[ ] ( )

Z

Z k K
k

x n X z ROC R
x n X z ROC R

←→ =

←→ =则

证明： { }[ / ] [ / ] [ ] [ ]( ) ( )n mk k m k

n m m
Z x n k x n k z x m z x m z X z

∞ ∞ ∞
− − −

=−∞ =−∞ =−∞

= = = =∑ ∑ ∑
其收敛域为：

说明：如果 的收敛域为 ，则 对应的收敛域

为：

( )X z z a> ( )KX z

1/ Kz a>Kz a> 则有

1/ KROC R=
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10.5.6   共轭

若 [ ] ( )
[ ] ( )

Z

z

x n X z ROC R
x n X z ROC R∗ ∗ ∗

←→ =

←→ =则

证明： { }[ ] [ ] [ [ ]( ) ] ( )n n

n n
Z x n x n z x n z X z ROC R

∞ ∞
∗ ∗ − ∗ − ∗ ∗ ∗

=−∞ =−∞

= = = =∑ ∑

1、若x [n]是实序列，可得

２、若 有一个 的极点（或零点），那么就一定有一个与 共轭

成对的 的极点（或零点）。例如，在例10.4(P537)中实序列x [n] 的z

变换就有一对共轭的极点。

( ) ( )X z X z∗ ∗=
( )X z 0z z= 0z

0z z ∗=
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10.5.7卷积性质

若 1 1 1

2 2 2

1 2 1 2 1 2

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] [ ] ( ) ( )

Z

Z

Z

x n X z ROC R
x n X z ROC R
x n x n X z X z ROC R R

←→ =

←→ =

∗ ←→ ∩则

证明： { }1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

2 1 2 1

[ ] [ ] [ [ ] [ ]] [ [ ] [ ]]

[ ] [ ] [ ][ ( )]

( ) [ ] ( ) ( )

n n

n n m

n m

m n m

m

m

Z x n x n x n x n z x m x n m z

x m x n m z x m z X z

X z x m z X z X z

∞ ∞ ∞
− −

=−∞ =−∞ =−∞

∞ ∞ ∞
− −

=−∞ =−∞ =−∞

∞
−

=−∞

∗ = ∗ = ⋅ −

= − =

= =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑
可见，两序列在时域中的卷积等效于在z 域中两序列z变换的乘积．乘积的收敛域

是 和 的收敛域的重叠部分。

如果在收敛域边界上一个z 变换的极点与另一个z变换的零点相互抵消，则收

敛域还可扩大。

1( )X z 2 ( )X z
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注意到这个系统有

[ ] [ [ ] [ 1]] [ ] [ ] [ 1]y n n n x n x n x nδ δ= − − ∗ = − −
可见y [n]是序列x [n]的一次差分。其z 变换为:

例10.16  现在考虑一次差分的逆运算，即累加器或求和器。

若

1

[ ] ( )

[ 1 (
1

] ) 1

Z

n
Z

k

x n X z ROC R

x k X z ROC
z

R z
=−∞

−

←→ =

← → >
−

∑ ∩至少包括

证明：由u [n]的卷积性质可得

1
0

1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

1[ ] [ ] 1
1

1[ ] [ ] [ ] ( ) 1
1

n n

k k

Z n n

n n
n

Z

k

x k n x n u n x n

u n u n z z z
z

x k u n x n X z ROC R Z
z

δ
=−∞ =−∞

∞ ∞
− −

−
=−∞ =

−
=−∞

= ∗ = ∗

←→ = = >
−

∴ = ∗ ←→ = >
−

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∩

而

1(1[ ] ( ))Zy n X z Rz OC R−−←→ =
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10.5.8   Z 域微分

若 [ ] ( )
( )[ ]

Z

Z

x n X z ROC R
dX znx n z ROC R

dz

←→ =

←→− =则

证明：

因为

{ }

1

1 1

( ) [ ]

( ) [ ] [ ] ( ) [ ]

[ ] [ ]

( )[ ]

n

n

n n n

n n n

n

n

Z

X z x n z

dX z d dx n z x n z n x n z
dz dz dz

z nx n z z Z nx n

dX znx n z ROC R
dz

∞
−

=−∞

∞ ∞ ∞
− − − −

=−∞ =−∞ =−∞

∞
− − −

=−∞

=

= = = −

= − = −

←→− =

∑

∑ ∑ ∑

∑

对上式求导得

所以有
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10.5.9  初值定理

若 0, [ ] 0
[0] lim ( )

z

n x n
x X z

→∞

< =
=则

证明:

因为 n < 0时,x [n] = 0 ,即该信号为因果信号。所以这信号的z变换可表示为：

0 1
( ) [ ] [ ] [0]n n

n n
X z x n z x n z x

∞ ∞
− −

= =

= = +∑ ∑
上式第一部分由于包含z的负幂次项，因而当 时趋近于零。

于是有

z → ∞

[0] lim ( )
z

x X z
→∞

=

从初值定理可以看到：若因果序列x [n]的初值（即x[0]）有限，则

也是有限值。

lim ( )
x

X z
→∞
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此外，对因果序列有
1 2 3( ) [0] [1] [2] [3]X z x x z x z x z− − −= + + + +L

所以

以此类推，可得

则当x [0]求出后，可求得x [1]等, 即

这说明，可以直接从 X (z)递推出x [n]的任何一点的值。

1 2

2 1 1

2 1

1

0

[ ( ) [0]] [1] [2] [3]
[1] lim [ ( ) [0]]

[ ( ) [0] [1] ] [2] [3]
[2] lim [ ( ) [0] [1] ]

[ ] lim [ ( ) [ ] ]

z

z
n

n k

z k

z X z x x x z x z
x z X z x

z X z x x z x x z
x z X z x x z

x n z X z x k z

− −

→∞

− −

−

→∞

−
−

→∞
=

− = + + +
= −

− − = + +

= − −

= − ∑

L

L
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补充：终值定理

若因果序列x [n] 的z变换为 X (z ) ,而且X (z) 的极点除了在z = 1 允许有一阶极

点外，其余极点均在单位圆内。则有

1
lim [ ] lim[( 1) ( )]
n z

x n z X z
→∞ →

= −

证明： { }
01

000

( 1) ( ) [ 1]

[0] [ 1] [0] [ [ 1

[ 1] [ ] [ ]

] [ ]][ ]

n

n

n

n

n

n

n n

n n

z X z x n z

zx x n z

Z x n x n x

zx x n x n

n

z

z

x n z

∞
−

=

∞
−

∞
−

=

=−

∞ ∞
− −

= =

= + − = −

= − =

− +

+ + + + −

∑

∑∑ ∑

∑∵

两边取 的极限得1z →

1 0

0

1
lim{ [0] [ [ 1] [ ]] }

[0] [ [ 1]

li

[ ]] [0] [

m( 1) ( )

lim [ ]

[1] [0]] [ [2] [1]]

[ ]

n

z

n

z

n

n
zx x n x n zz X z

x

x x n x n x x x

n

x x

x

∞
−

→
=

∞

→

→∞

=

= + + −

= + + − = + − + − +

= ∞ =

− ∑

∑ L

1
lim [ ] lim[( 1) ( )]
n z

x n z X z
→ ∞ →

= −即得
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应注意：1、只有当x [n]的终值存在,才能保证 收敛于终值。

2、要使x [n]的终值存在，X (z) 的极点必须在单位圆内，在单位圆上只

能在z = 1处有一阶极点。（因为若z < 1则X (z)为衰减；z=1为常数）

1
lim[( 1) ( )]
z

z X z
→

−

下图绘出了部分信号z变换的极点分布与信号特性的关系
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初值和终值定理提供了一种在z域求时域的初值和终值的方法。利用这种方法，

可以从信号的z变换中获得信号的初值和终值。这对离散时间LTI系统的分析是十

分有用的。

例：设信号为：

求：z变换、x [0]、x [1]、终值 。

解：1、 z变换

[ ] ( 1) [ ]nx n a u n= +
[ ]x ∞

1

1 1 1 1

1 1 2 ( 1)( )
1 1 (1 )(1 )

a zX z
az z az z

−

− − − −

− +
= + =

− − − −

0 1a< <

1

1 1

1

1 1

1 1 1

1 1

2 ( 1)[0] lim ( ) lim 2
(1 )(1 )

2 ( 1)[1] lim [ ( ) [0]] lim [ 2]
(1 )(1 )

[2 ( 1) 2(1 )(1 )]lim 1
(1 )(1 )

z z

z z

z

a zx X z
az z

a zx z X z x z
az z

z a z az z a
az z

−

− −→∞ →∞

−

− −→∞ →∞

− − −

− −→∞

− +
= = =

− −

− +
= − = −

− −

− + − − −
= = +

− −

2、由初值定理得
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3、由终值定理得

1

1 11 1

11

2 ( 1)[ ] lim( 1) ( ) lim[( 1) ]
(1 )(1 )

[2 ( 1)]lim 1
(

( 1)
() 1)1

z z

z

a zx z X z z
az z

z a
a

z
zz

−

− −→ →

−→

− +
∞ = − = −

− −
− +−

−
= =

−
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10.5.10  性质小结——Ｐ559  表10.1 z变换性质

10.6 几个常用z变换对——见Ｐ560   表10.2    

10.7 利用z 变换分析与表征LTI系统

离散时间LTI系统的分析方法有:

1、时域分析法；

2、频域分析法；先求 ,再对 进行反变换得

系统响应y [n]。

3、z域分析法；先求 ,再对 进行反变换得系统

响应y [n] 。

[ ] [ ] [ ]y n x n h n= ∗

( ) ( ) ( )j j jY e X e H eω ω ω= ( )jY e ω

( ) ( ) ( )Y z X z H z= ( )Y z

显然，z域分析法和频域分析法类似，都是将时域问题转换到另一个域进

行。事实上当 （即z变换在单位圆上求值）时，z 域分析就是频域分析，此

时的系统函数 就是系统的频率响应 。

一个系统的很多性质都能够直接与系统函数的零极点和收敛域的性质相联系。

本节将通过考察几个重要的系统性质和一类重要的系统来说明这些关系。

jz e ω=
( )H z ( )jH e ω

称系统的频率响应

称系统函数或转移函数
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10.7.1因果性

• 一个因果离散LTI系统的单位脉冲响应 h [n] 满足：

0 , [ ] 0n h n< =
即因果离散LTI系统的单位脉冲响应h [n] 是一右边序列。因此，

的ROC是位于z平面内某一个圆的外边；

• 再看它的z变换式：

0

( ) [ ] n

n
H z h n z

∞
−

=

= ∑
可见， 的幂级数不包含任何 z 的正幂次项，因此ROC包含 。( )H z z =∞

( )H z

结论：

一个离散时间LTI系统当且仅当它的系统函数的ROC是在某一个圆的外边，且

包括无限远点，该系统就是因果的。

如果 又是有理的，则随着 ,                  的极限必须是有限的.

这意味着：当H (z) 的分子和分母都是表示成Z的多项式时，其分子的阶次不会
( )H z z → ∞ ( )H z
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大于分母的阶次．即：

一个具有有理系统函数H (z) 的LTI系统要是因果的，则：

a)、ROC位于最外层极点外边某一个圆的外面；

b)、若H (z) 表示成z的多项式之比，其分子的阶次不能大于分母的阶次．

例１0.20    考虑一系统的系统函数，其代数表示式为：

利用这些结论可对系统进行判别．

3 2

2

2( ) 1 1
4 8

z z zH z
z z

− +
=

+ +

解：因为分子的阶次大于分母的阶次，所以该系统不是因果的．
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例 10.21 考虑一系统，其系统函数是

1
1

1 1( ) ,1 1 21
2

2H z
zz

z−
−

= +
−

>
−

解：

1

1
1 1 1

1 2

1 1 2 2

21

521 1 2( ) 1 11 21 (1 )(1 2 )
2 2

5 5

2

2 2
2 2
1 51 2 1
2 2

1/ 2 ,

z
H z

zz z z

z z z

z z z z

z z

z

−

−
− − −

−

− − −

−
= + =

−− − −

− −
= =

− − + − +

= =

∵

其极点为

可见：1、该函数的ROC是在最外层极点外边的某一个圆的外边——说明它的单

位脉冲响应是右边序列。

2、 的分子阶次等于分母的阶次。

结论： 该系统是因果的（计算出 的反变换可证实这一点）

( )H z
( )H z
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1
1

1 1( ) , 21 1 21
2

[ ] [(1/ 2) 2 [ ]]n n

H z z

u

z

h n

z

n

−
−

= + >
−−

∴ = +

∵

可见，当n＜０时，h [n] = 0 .——说明系统是因果的

10.7.2  稳定性

离散时间系统稳定的充要条件是:单位脉冲响应h [n]绝对可和,即

[ ]
n

h n
∞

= − ∞

< ∞∑
由z变换定义和系统函数定义可知： ( ) [ ]

( ) [ ]

[ ]

n

n

n

n

H z h n z

H z h n

h n

∞
−

=−∞

∞

=−∞

∞

=−∞

=

=

< ∞

∑

∑

∑

当z = 1 (在z平面单位圆上）

为使系统稳定，应满足

这表明：对于稳定系统， 的收敛域ROC应包含单位圆在内．( )H z

见Ｐ81
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综上所述，可得以下结论：

一个LTI系统当且仅当它的系统函数 的ROC 包括单位圆(              ) 

时,该系统就是稳定的.

( )H z 1z =

例10.22    已知系统函数为

1
1

1 1( ) , 21 1 21
2

H z z
zz

−
−

= + >
−−

分析系统的性质.

解:  1、因为 ,所以ROC不包含单位圆,所以系统不稳定.

这点也能从单位脉冲响应看出:——不是绝对可和。即

2z >

0

[ ] [(1/ 2) 2 ] [ ]

[ ] [(1/ 2) ]2

n n

n

n

n

n

h n u n

h n
∞ ∞

=−∞ =

= +

= + → ∞∑ ∑
2、若改变ROC为 ，那么ROC包括单位圆，这样对应的系统是

稳定的，但是非因果的。

这也可利用反变换，求出相应的单位脉冲响应h [n]来判别：

1/ 2 2z< <
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1
1

0 1

1 1( ) , 1 / 2 21 1 21
2

[ ] (1 / 2) [ ] 2 [ 1]

[ ] { (1 / 2) 2 }

n n

n n

n n n

H z z
zz

h n u n u n

h n

−
−

∞ ∞ −∞

= −∞ = = −

= + < <
−−

= − − −

= − < ∞∑ ∑ ∑
h [n]是绝对可和,所以是稳定的．但由于 所以是非因果的。

３、若 ，则ROC不包含单位圆，所以系统不稳定。同时，ROC不是

在最外层极点的外边，所以也不是因果系统。

0, [ ] 0n h n< ≠
1/ 2z <

这也可求出相应的单位脉冲响应h [n]来判别：

1
1

1

1 1( ) , 1 / 21 1 21
2

[ ] [(1 / 2 ) 2 ] [ 1]

[ ] [ 2(1 / 2 ) ]

n n

n

n

n

n

H z z
zz

h n u n

h n

−
−

∞ − ∞

= − ∞ = −

= + <
−−

= − + − −

= − + → ∞∑ ∑h [n]不绝对可和
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由上述可知：

一个具有有理系统函数的因果LTI系统，当且仅当 的全部极点都位于单

位圆内时，也即全部极点其模均小于1时，系统就是稳定的。

( )H z

意味着:ROC包括单位圆
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10.7.3   具有线性常系数差分方程表征的LTI系统

对于由线性常系数差分方程表征的系统, z 变换的这些性质对于求得系统的

系 统函数、频率响应、或时域响应等都提供了一个特别方便的方法。现用一个

例子来说明。

例10.25    考虑一LTI系统,其输入和输出满足如下线性常系数差分方程:
1 1[ ] [ 1] [ ] [ 1] (10.102)
2 3

y n y n x n x n− − = + −

解:    上式两边应用z变换，可得

1 1

1

1 1

1

1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 3

11( ) 13( ) 1 1 1( ) 1 1 1
2

1

2 2

3

Y z z Y z X z z X z

zY zH z
X z z z z

z

− −

−

−

−

− −

− = +

+
= = = +

− − −

1、若ROC选为 ，则得1 / 2z >
11 1 1 1 1[ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ 1]

2 2 2 3 2
1 [ 1]
3

n n n nh n u n u n u n u nnδ −= + + −− =

系统函数

是稳定的
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2、若 ，即1/ 2z <
1 1

1 1 1

1

1 11( ) 13 3( ) , 1/ 21 1 1( ) 1 1 1
2 2 2

1 1 1[ ] ( ) [ 1] ( ) [ 1] [ 1]
2 3 2

1 1 1( ) [ 1] ( ) [ ]
2 3 2

n n

n n

z zY zH z z
X z z z z

h n u n u n n

u n u n

δ

− −

− − −

−

+
= = = + <

− − −

= − − − − − − ∗ −

= − − − − −

可得

可见，这时为反因果的（n > 0 ,h [n] = 0 )；且是不稳定的（因为收敛域不是在

最外层极点的外边；不包含单位圆）。



 

 

 

637

对于一般的N阶差分方程，也可用类似的方法进行。

设一个LTI系统，其输入、输出满足如下线性常系数差分方程：

0 0
[ ] [ ]

N M

k k
k k

a y n k b x n k
= =

− = −∑ ∑

在上式两边取z 变换，可得
0 0

0

0

( ) ( )

( )( )
( )

N M
k k

k k
k k

M
k

k
k
N

k
k

k

a z Y z b z X z

b z
Y zH z
X z a z

− −

= =

−

=

−

=

=

= =

∑ ∑

∑

∑
则有

由于差分方程本身没有提供关于与代数表示式 有关的ROC的信息.因

此，像因果性、稳定性等这些附加的限制应该用来作为标定收敛域的条件。

例如:  

1、如果知道系统是因果的，那么ROC就一定位于最外层极点的外边，包括

2、如果系统是稳定的，ROC就必定包括单位圆。

( )H z

z=∞
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10.7.4  系统特性与系统函数的关系举例

离散时间系统的很多性质直接与系统函数和它的特性有关.这一节将给出

几个例子来表明z 变换是如何用于系统分析.

例10.26 假设一个LTI系统给出下列信息:

1、若系统的输入是 ，则输出是：1[ ] (1/ ) [ ]6 nn ux n=

1
1 1[ ] ( ) 10( )

3
[

2
]n ny n ua n a = +  

为实数

2、若 ，则输出是：2[ ] ( 1)nx n = − 2
7[ ] ( 1)
4

ny n = −

现在要说明，从这两条信息中就能确定该系统的系统函数 、a的值，

同时也能立即推出该系统的几个性质．

•由第一条信息，可得出这信号的z变换是：

( )H z

1
1

10

1 1 1( ) ( ) ,16 61
6

n

n
X z z z

z

∞
−

−=

= = >
−

∑

因果的
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1

1
1 1 1 1

1

1

1 1

1

1

( 10) (5 )10 13( ) ,1 1 1 1 21 1 (1 )(1 )
2 3 2 3

[( 10) (5 ) ]( ) 3( ) 1

1[1 ]

1( ) (1 )(1
2 3

6

)

aa zaY z z
z z z z

aa zY zH z
X z z z

z

−

− − − −

−

−

−

−

+ − +
= + = >

− − − −

+ − +
= =

− −

−

• 对于 的响应必须等于 乘以系统函数 在z = -1的

值。说明如下：

2[ ] ( 1)nx n = − ( 1)n− ( )H z

2 2[ ] [ ]* [ ] [ ]( 1)

( 1) ( 1[ ]( 1) ( 1))k

n k

k

n n

k

y n h n n

h

x

n H

h n
∞

∞
−

= −∞

−

= −∞

= = −

= − = −− −

∑

∑

2
7[ ] ( 1)
4

ny n = −而由第2条可知： ； 所以
7( 1)
4

H − =
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1 7[( 10) (5 )][1 ] [ 10 5 ][ ]7 3 6 3 6( 1) 1 1 3 44 (1 )(1 ) ( )( )
2 3 2 3

9

a aa a
H

a

+ + + + + + +
= − = =

+ +

= −可求得

即：

1 1 1 2 2

1 1 1 2 2

1 13 1 13 1(1 2 )(1 ) 1
6 6 3 6 3( ) 1 1 5 1 5 1(1 )(1 ) 1

2 3 6 6 6 6

z z z z z z
H z

z z z z z z

− − − −

− − − −

− − − + − +
= = =

− − − + − +

所以：



 

 

 

641

由卷积性质可知： 的ROC必须包括 和 ROC 的相交部分，

对 检查一下三种可能的ROC（即 ）

可以发现，只有 ，才能与 和 的ROC相符。

由此可得：

• 因为该系统 的ROC                  （即包括单位圆），所以系统是稳定的。

• 因为该系统 的ROC                    （即为右边序列），同时由 表达

式可知，其分子的阶次不超过分母的阶次，因此系统是因果的。

• 由 可写出在初始松弛条件下表征该系统的差分方程为：

1( )Y z 1 ( ) ( )X z H z

( )H z 1/ 3,1/ 3 1/ 2, 1/ 2z z z< < < >

1/ 2z >

1 1( ) ( )X z Y z

( )H z

( )H z
5 1 13 1[ ] [ 1] [ 2] [ ] [ 1] [ 2]
6 6 6 3

y n y n y n x n x n x n− − + − = − − + −

( )H z
1/ 2z > ( )H z

1/ 2z >

1 2

1 2

13 11
6 3( ) 5 11
6 6

z z
H z

z z

− −

− −

− +
=

− +
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．

10.8  系统函数的代数属性与方框图表示

离散时间中的z变换能将时域中诸如卷积和时移等运算用代数运算来代替．Z变

换的这种作用在分析LTI系统的互联,以及用基本系统的构造单元的互联来综合出

其它的系统中也是很有帮助的.

10.8.1   LTI系统互联的系统函数

1、 级联

1[ ]h n 2[ ]h n
[ ]x n [ ]y n1[ ]y n

1 21 1 1 2

1 2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [[ ] [ ]
( )

)
(

(
)

]
( )

y n x n h n y n y n h n x h n h n
H z H z H z

n= ∗ = ∗ = ∗ ∗
=
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2、并联

⊕
1[ ]h n

2[ ]h n

[ ]x n

1 2

1

1 2

2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ( )[ ] [ ]

( ) ( ) ( )
h n h n

H z

y n x n h n

H z H z

x n h n
x n

= +

= +

∗ ∗
∗ +=

3、反馈

1[ ]h n

2[ ]h n

⊕
+
−

[ ]x n [ ]y n[ ]e n

2 1 1 2 1

2 1 1

2

2

1 1

1

1

[ ] ( [ ] [ ] [ ]) [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [

( )( )( )
( ) 1 (

] [ ] [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

) ( )

y n x n y n h n h n x n h n y n h n h n
y n y n h n h n x n h n
Y z Y z

H zY zH z
X z

H z H z X

H z

z

z

H z

H

= − ∗ ∗ = ∗ − ∗ ∗
+ ∗ ∗

+

=

=

= ∗
+

=
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10.8.2由差分方程和有理系统函数描述的因果LTI系统的方框图表示

可用三种基本运算,即相加、乘以系数和单位延时的方框图来表示由差分方程

描述的因果LTI系统。

例10.28  考虑一因果LTI系统，其系统函数为:

1

1( ) 11
4

H z
z−

=
−

可求得该系统的差分方程为:
1[ ] [ 1] [ ]
4
1[ ] [ 1] [ ]
4

y n y n x n

y n y n x n

− − =

= − +

⊕
[ ]x n

1z−

1
4

[ ]y n
⊕

[ ]x n

11
4

z −−

[ ]y n
+
−

(b)等效方框图图10.18   (a)因果LTI系统的方框图

即
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例10.30  有一个二阶系统函数为:

1 1 1 2

1 1( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) 1
2 4 4 8

1 1[ ] [ 1] [ 2] [ ]
4 8

H z
z z z z

y n y n y n x n

− − − −
= =

+ − + −

+ − − − =它的差分方程为

可得该系统的方框图为：

1、直接型——方框图中的系数可直接

根据差分方程或系统函数中的系

数来确定。

1 1[ ] [ ] [ 1] [ 2]
4 8

y n x n y n y n= − − + − [ 1]y n −

[ 2]y n −

1z− ——单位延时
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2、级联型
1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

[ ]1 1 1 [ ]( ) 1 1 1 1 [ ] [ ](1 )(1 ) (1 ) (1 )
2 4 2 4

1 1[ ] [ 1] [ ] [ ] [ ] [ 1]
2 2

1 1[ ] [ 1] [ ] [ ] [ ] [ 1]
4 4

y n y nH z
x n y nz z z z

y n y n x n y n x n y n

y n y n y n y n y n y n

− − − −
= = =

+ − + −

+ − = = − −

− − = = + −

1[ ]y n

1[ 1]y n − [ 1]y n −

得

得
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3、并联型

1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

1 2 / 3 1/ 3( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) (1 ) (1 )
2 4 2 4

1 2 2 1[ ] [ 1] [ ] [ ] [ ] [ 1]
2 3 3 2
1 1 1 1[ ] [ 1] [ ] [ ] [ ] [ 1]
4 3 3 4

H z
z z z z

y n y n x n y n x n y n

y n y n x n y n x n y n

− − − −
= = +

+ − + −

+ − = = − −

− − = = + −

1[ ]y n

2[ ]y n
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10.9  单边z 变换

一个序列x [n] 的单边z变换定义为:

{ }
0

( ) [ ]

[ ] ( ) [ ]

n

n
UZ

X z x n z

x n X z UZ x n

∞
−

=

=

←→ =

∑

简化符号为：

• 单边z变换与双边z变换的差别在于：求和仅在n的非负值上进行．因此x [n] 的

单边z变换可看作是 x [n] u [n] 的双边变换．

• 因为x [n] u [n] 总是一个右边序列，所以X (z) 的收敛域总是位于一个圆的外

边．

• 由于双边和单边z变换的紧密联系，因此单边变换的计算和双边变换相差不

多．只要考虑变换的求和中的极限是对 进行的；

•同理单边反变换的计算也基本上与双边变换相同．只要考虑单边变换的ROC总

是位于某一圆的外边.

0n ≥
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10.9.1 单边z变换和单边z 反变换举例

例10.32 考虑信号x [n] 为 [ ] [ ]nx n a u n=
求：它的变换

1
1

0 0

1( ) [ ] ( ) ,
1

n n n

n n
X z a u n z az z a

az

∞ ∞
− −

−
= =

= = = >
−∑ ∑

例 10.33 设x [n] 为 1

1 1

0

1

0

0

1

[ ] [ 1]

(

)

1]

,

)

1
(

[

n

n n n

n

n

n

n

n

u n

x n a u n

X z a z a z

a z a
a

a z
z

a

+

∞ ∞
+ − + −

= =

=
−

∞
−

+

>=
−

= +

= =

=

∑ ∑

∑

则单边z 变换为

1

1
1

1 1

1 1

0

[ 1)

( )

]

1

(

,

n

n

n n n n

n

n n n

n

X z a z a z

a

u n

z z a
az

z z az

= −

−
=

∞ ∞
+ − + −

= −

∞ ∞

−

∞

− + −

=

+= =

= >
−

= =

∑ ∑

∑ ∑

解：

注意：该信号的双边z变换为：
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例10.34  考虑下面单边z变换X (z)的反变换 x [n]

1

1 1

1 1

53
6( ) 1 1(1 )(1 )

4 3
1 2( ) 1 11 1
4 3

1 1[ ] ( ) [ ] 2( ) [ ] , 0
4 3

n n

z
X z

z z

X z
z z

x n u n u n n

−

− −

− −

−
=

− −

= +
− −

= + ≥

已知：

可写为：

则有：
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10.9.2单边z变换的性质

1、时间延迟

0

0

0 0

0 0

0 0 0

0 0

0

1

0

0
0

1

1

0

[ ] ( ) [ ]

[ ] ( ) [ ] [ ]

[ ] { [ ] [ ]

[ ]

{ [ ] ( )} [ ]

}

( )

Z n

n

m nZ n

n m n

n nm m m

m n

n n nm m

m n

m n m

m n

x n X z x n z

y n Y z x n n z x m z

z x m z z x m z x m z

x n n

z x m z X z z x m z z X z

∞
−

=

∞ ∞
− −−

=

− −
−

=−

∞ − ∞
− −

− −− −

=−

− − −

=− =− =

=−

−

+ =

←→ =

= ←→ = − =

= = +

= +∑ ∑

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

若

则

00( )
0[ ] ([ [ )] ]om n n m

n m

nn

m
z Xx zn n z x m z z x m z

∞ ∞ ∞
− + −− −

=−∞ =−∞ −

−

= ∞

− = = =∑ ∑ ∑双边

0

0

m n n
n m n

= −

= +
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3、一次差分

0 0

1 1

1 0

1 1

[ ] [ 1]

[1 ] (

[ ] ( )

[ ] [ 1]

( ) [ ] ( ) [ ] [ 1]

( ) ( ) [ 1] ) [ 1]

Z

Z n n

n n

m m

m m

x n x n

z X

x n X z

x n z x n z

X z x m z X z z x m z x z

X z z X z z xx

∞ ∞
− −

= =

∞ ∞
− − − −

=− =

− −

←→

←→ − −

 = − = − + − 
 

= − − −

−

=

−

− − −

∑ ∑

∑ ∑

若

则

2、时间超前

0

0 0

0 0

0
0

0

0

0
0

1

0 00

0

1

[ ] ( ) [ ]

[ ] [ ] [ ]

{ [ ] [ ]

[ ]

( ) [ ]}

Z n

n

m n nZ n m

n m n m n

n
n m

n
n m

m

m

m m

x n X z x n z

x n n z x m z z x m z

z x m z

x n n

z X z x m zx m z

∞
−

=

∞ ∞ ∞
− +− −

= = =

−∞
− −

=

−

==

−

←→ =

←+

 

→ + =

− 
 

=

= − =

∑

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑
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10.9.3 利用单边z 变换求解差分方程

例10.37      已知系统的差分方程为 [ ] 3 [ 1] [ ]y n y n x n+ − =
输入为:  [ ] [ ]x n au n= 初始条件为: [ 1]y β− =

求:   y [n]

解:   对方程求单边z变换得 :

1
1

1

1 1 1 1

1( ) ( )

( ) 3 ( )
1

[ 3 ] 31( )
1 3 (1 )(1 3

3 [ 1] 3 (

) 1 3

3

)Y z X z
aY z z Y z
z

a
azY z

z z z

y z Y z

z

β

β β

−
−

−

−

− − − −

+ =

+ + =
−

−
−= = −

+ +

− +

− +
上式第一项等于初始条件为零时系统响应的单边z变换——零状态响应

上式第二项可看作零输入响应的单边z变换——即零输入响应

8, 1a β= =若 则 1 1

3 2( ) [ ] [3( 3) 2] [ ]
1 3 1

Z nY z y n u n
z z− −= + ←→ = − +

+ −

1 1
1( ) 3 ( ) ( ) 3 3 )

1
0 0(aY z z Y z Y z z Y z

z
β− −

−+ + = + + =
−

1
1

1
3 { [ ] ( )}m

m
z y m z Y z

−
− −

=−

+∑



 

 

 

654

10.10  小结：

1、z 变换的定义

2、z变换的收敛域性质

3、z变换的性质、常用的z变换对Ｐ560 

4、系统的因果性、稳定性的判别。

5、方块图表示

6、利用单边z变换求解差分方程(零输入响应，零状态响应）

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1

1 1 1

0

1
0

1 2

1 1 1 2

0

1 1 1 1[cos ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2 2 1 1

1 1 1 1 2 ( )[ ] [ ]
2 (1 )(1 ) 2

1 cos 1
s

)

1 2co

1 (

j n j n
j j

j j j j

j j j

Z

j

e e u n
e z e z

e z e z e e z
e z e z e

n u n

z
z

z

e z

z
z

ω ω
ω ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω

ω

ω
ω

−
−− −

− −− − −

− − −

−

− −

−− −

= + +
− −

−

←→

+ − − +
= =

− −

=
+

+

−

+

−
>

−

cos ( 1) , cos sin cos ( 1)n jn nn e n j n nππ π π π= − = + = = −
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P402  题7.6  

⊗ ⊗
1( )x t

2( )x t

( )w t
( )pw t

( ) ( )
n

p t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

求:最大的采样间隔T
解1:

1 2 max
1 2 1 2

2 2( ) , ,s T T
T
π π π

ω ω ω
ω ω ω ω

= > + < =
+ +

得:

1( )X jτ

2[ ( )]X j ω τ−
2[ ( )]X j ω τ−

ω

1、最大的采样间隔T

2、频域卷积

3、信号的最高频率

1 2 1 2

1 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( )]
2

Fw t x t x t W j X j X j

X j X j d

ω ω ω
π

τ ω τ τ
π

∞

−∞

= ←→ = ∗

= −∫

∵

- --
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解2:
1 2 1 2

1 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( )]
2

Fw t x t x t W j X j X j

X j X j d

ω ω ω
π

τ ω τ τ
π

∞

−∞

= ←→ = ∗

= −∫

∵

要使 则 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 max
1 2 1 2

( ) 0 ( ) 0, [ ( )] 0

( )
2 2( ), ,s

W j X j X j

T T
T

ω τ ω τ
ω τ ω ω ω τ ω

ω ω ω ω ω
π π π

ω ω ω
ω ω ω ω

≠ ≠ − ≠
− ≤ ≤ − ≤ − ≤

∴ − + ≤ ≤ +

= > + < =
+ +

即有
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题7.10

a)、只要采样周期T<         ,信号 的冲激串采样不

会有混叠.

解:  错 .因为信号的傅立叶变换为:                                             ——不是带限信号

b)、只要采样周期T<                ，傅立叶变换为

02T 0 0( ) ( ) ( )x t u t T u t T= + − −

0sin( ) 2 TX j ω
ω

ω
=

0/π ω
0 0( ) ( ) ( )X j u uω ω ω ω ω= + − −

的信号x (t) 的冲激串采样不会有混叠.

解:正确.

0ω− 0ω ω

1
( )X jω

可见,要求 0
0

2 2 ,s T
T
π π

ω ω
ω

= > <

c)、只要采样周期T< 2                ，傅立叶变换为0/π ω 0( ) ( ) ( )X j u uω ω ω ω= − −
的信号x (t) 的冲激串采样不会有混叠。

0ω0
ω

( )X jω
1

0 /2ω0 /2ω− ω

1( )X jω
解：正确.

0
2

1( ) ( )
j t

x t e x t
ω

=∵
对信号 的最高频率为：1( )x t 0 / 2ω

0

0

2 22
2s T

T
ωπ π

ω
ω

= > × <即
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Ｐ406  题7.27

当x (t)为实信号时，可用带通采样的方法．这种方法是：先进行复指数调制再

采样．（如图所示）．

( )X jω 1 2ω ω ω< <由于x (t)为实数，且 仅在 为非零，调制频率选为：

1ω−2ω− 1ω 2ω

1

( )X jω

ω

1. 若 如图(b)所示，画出

2. 确定最大的采样周期Ｔ，使得 可以从 恢复。

3. 确定一个从 恢复 的系统。

( )X jω ( )pX jω
( )px t

( )px t ( )x t
( )x t

( b )

0 1 2
1 ( )
2

ω ω ω= +

低通滤波器 的截止频率为1( )H jω 2 1
1 ( )
2

ω ω−

⊗ ⊗1( )H jω( )x t ( )px t

0j te ω−
( ) ( )

n
P t t nTδ

∞

=−∞

= −∑
( a )

1( )x t 2 ( )x t

0ω

1( )H jω
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解：１、
0

1 1 0

2 0 2 1 2 1

2

2

( ) ( ) ( ) [ ( )]
1 1( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]
2 2

1( ) [ ( ) ( )]
2
2 2( ) ( )

1 2( ) [ ( )]

j t F

p

k

p
k

x t x t e X j X j

X j X j U U

X j X j P j

kP j
T T

kX j X j
T T

ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω
π
π π

ω δ ω

π
ω ω

−

∞

=−∞

∞

=−∞

= ←→ = +

 = + + − − − − 
 

= ∗

= −

∴ = −

∑

∑

∵

∵

如图( a )所示

如图( ｂ )所示

如图( ｃ)所示
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２、由图b可见， 的带宽为 ，所以最大采样周期为：2( )X jω 2 1ω ω−

2 1
max

2 1

2 22 ,
2s T

T
ω ωπ π

ω
ω ω

−
= > =

−
3、可用下图来恢复x (t)

⊗12 ( )TH jω { }Re i
( )px t

3 ( )x t 4 ( )x t ( ) ( )y t x t=

0j te ω

{ }

2 1 2

2 0

4 4
4 0

3

2 2

4

0

2( ) [ ( )] ( )2 ( ) 2 ( )

2 [ ( )]

( ) ( )Re ( ) [ ( )] [ ( )]
2

1 ( )

( )

( ) ( )

p p
n

F

X j
T

nX j X j X j TH j X j
T

X Xj

x t X j

j
X j X jx t X j X j

ωπω ω ω ω ω

ω ω

ω ω ω ω ω ω

ω

ω

∞

=−∞

∗
∗

= − ∴ = =

= −

+ −
= ←→ = − + − + =

∑∵

{ }

( ) ( )
1 1Re ( ) [ ( ) ( )] [( ) ( )]
2 2

x t a jb x t a jb

x t x t x t a jb a jb a

∗

∗

= − = +

= + = − + + =

设：

则

见图（d)

见图（e)
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题7.31

⊗( )cx t
( )px t

( ) ( )
n

P t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

冲激串

序列

[ ]h n
序列

冲激串 T
π

T
π

−

[ ]x n [ ]y n %( )y t ( )y t

[ ]h n ——线性的、因果的。
1[ ] [ 1] [ ]
2

y n y n x n= − +已知：

求：系统的等效频率响应 ( )cH jω

解：

~

1( ) ( ) ( ) ( ( 2 ) / ) ( )

1( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) (( ( )) / )

j j j j
c

k

j T
c s

k

j T
c

c
j T

cc

Y e X e H e X j k T H e
T

Y j X j k H e
T

Y j X j
H

H e
HY j je jXω

ω

ω

π

ω ω ω

ω ω

ω ω ω

∞
Ω Ω Ω Ω

=−∞

∞

=−∞

= = Ω −

= −

=

= =

∑

∑

( ) ( / )j
pX e X j TΩ = Ω1( ) ( ( ))p c s

k
X j X j k

T
ω ω ω

∞

=−∞

= −∑

T
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因为
1 1[ ] [ 1] [ ] , ( )
2 1 (1/ 2)

( )
( )

0
1( ) ,

1 (1/ 2)

j
j

j T

c

c j T

y n y n x n H e
e

H e
H j T

H j
e T

ω

ω

π
ω

ω

π
ω ω

Ω
− Ω

−

= − + ∴ =
−

 <= 


∴ = <
−

∵
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题7.43

⊗
( )cx t( )px t

( ) ( )
n

P t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

冲激串

序列
( )ch t

序列

冲激串 T
π

T
π

−

[ ]x n ( )py t( )cy t [ ]y nT

( ) [ ] ( )

( ) ( ) ( )

[ ] ( )

p
n

p c
n

c

x t x n t nT

y t y nT t nT

y n y nT

δ

δ

∞

=−∞

∞

=−∞

= −

= −

=

∑

∑

解:

( )

(

[ ] , ( )

) [ ] ,

[

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1( ) [ ( ) ( )] [ ( )]
2

( )

] ( )

1 (

( )

( )

j

j nT
p c p

n

c c c

p c

j n j

s c s
k k

p
n

j nT
c

n

j
p c

T x n

X e

X j x n e X j TX j

Y j X j H j

Y j Y j k Y j k
T T

Y e

e H

x n e X e X j

j

Y jj
TT

T

Y
T

ω

ω

ω ω ω

ω ω ω

π
ω ω δ ω ω ω ω

π

ω

Ω

∞
−

=−∞

∞ ∞

=

∞
−

=−∞

∞
− Ω

−∞

Ω

=−

Ω

=

∞

−∞

=

= =

= =

= ∗

Ω

− = −

Ω
=

=

=

∴

Ω

∑

∑

∑

∑

∑

∵

[ ] ( ) () 1 , )( )c
j n j

c
n

x n e H eT H
T

H j
T T

j
∞

− Ω Ω

=−∞

==
ΩΩ∑

因为周期为

所以可简化为
2π
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2

2

2

2

3

2

1( ) [ ] ( )
2

( ) ( )4 3 ( ) ( )

1( )
( ) 4 3

1( )
( ) 4 3

1( )
(

)

4

(

) 3

t t
c

c c
c c

F
c

j

j

c

d y t dy t y t x t
dt dt

H j
j j

H e
j j

T T

H e

h t e e u t

j

T

T

j j
T

H

ω

ω
ω ω

ω ω

− −

Ω

=

+ + =

∴ = ←→
+ +

∴ = =
Ω Ω+ +

=
+

−

Ω

+

∵

2、单位脉冲响应h [n]为:

3[ ] ( ) [ ] [ ]
2

nT nT
c

Th n Th nT e e u n− −∴ = = −

1( ) ( ) ) )( (F F
c cc cT h Ttj jh Tt H H

T T T
ω ω

←→ ←→∵ 即：

写成一般形式后,为:

#结束
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题 6.7 一连续时间低通滤波器设计成通带频率为1000Hz ,阻带频率为1200Hz ，通

带波纹为0 .1,阻带波纹为0.05 。该滤波器的单位冲激响应记为：h(t)。现把它转

换成

解：

( ) 2 ( ) cos(4000 )g t h t tπ=

1k 1.2k 3k 3.2k1k 2k

0 ( ) 2 ( ) cos(4000 )g t h t tπ=
4000 4000

4000 4000

0 0 0

1( ) 2 ( )cos(4000 ) 2 ( )[ ( )]
2

( )( ) [ ( 4000 )] [ ( 4000 )]
2 4000 , 2000

j t j t

Fj t j t

Z

g t h t t h t e e

h t e e H j H j
f f H

π π

π π

π

ω π ω π
ω π π

−

−

= = +

= + ←→ − + +
= = ∴ =∵
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题7.5   设x(t)是一个奈奎斯特率为 的信号，同时设

式中：

0ω ( ) ( ) ( 1)y t x t p t= −

0

2( ) ( ),
n

p t t nT T π
δ

ω

∞

=−∞

= − <∑

当某一滤波器以 y (t) 作为输入，x (t)作为输出时，请给出该滤波器频率响应和
相位特性上的限制。

解：1、因为信号的奈奎斯特率为 ——意味着:1） ；2）信号的最

高频率 ，

0ω
0sω ω=

0

2M
ω

ω ≤

2、

0

0

0

0 0

2( ) ( ) ( )

2( 1) ( )

1 2 1( ) ( )* ( ) [ ( )
2

1 ( )( ) ( ) , ( ) , ( ) 0
( )

F

n K

F j

K

jkj

K k

p t t nT k
T

p t e k
T

Y j e k X j e X j k
T T

X jY j X j H j T H j
T Y j

ω

ωω

π
δ δ ω ω

π
δ ω ω

π
ω δ ω ω ω ω ω

π
ω

ω ω ω ω
ω

∞ ∞

=−∞ =−∞

∞
−

=−∞

∞ ∞
−−

=−∞ =−∞

= − ←→ −

∴ − ←→ −

= ⋅ − = −

= = = =

∑ ∑

∑

∑ ∑

∵

R滤波后得：
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信号与系统复习
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10.10  小结：

1、z 变换的定义

2、z变换的收敛域性质

3、z变换的性质、常用的z变换对Ｐ560 

4、系统的因果性、稳定性的判别。

5、方块图表示

6、利用单边z变换求解差分方程(零输入响应，零状态响应）

第十章 Z变换
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一、部分分式法求z反变换

假定X(z)的部分分式具有如下形式：

1
1

( )
1

m
i

i i

AX z
a z−

=

=
−∑

X(z)的反变换就等于每一项反变换之和。

1、若X(z)的ROC是位于极点 的外边，那么与上式相应项的反变换就是：iz a=
[ ]n

i iA a u n

2、若X(z)的ROC是位于极点 的里边，那么对应于这一项的反变换就是：iz a=

[ 1]n
i iA a u n− − −
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[ ] co s , ,x n n nπ= − ∞ < < ∞

例1、已知某因果离散时间系统如图所示：
1、写出表征该系统的差分方程；
2、若极点为实数，试确定使系统稳定的K值的最大范围；
3、取K= 2.5,若输入

求输出y [n] 。 ⊕
1z−

[ ]x n [ ]y n

2 k−

1⊕
1z−

解：1、 [ ] [ 1] (2 ) [ 2] [ ]
[ ] [ 1] (2 ) [ 2] [ ]

y n y n k y n x n
y n y n k y n x n

= − + − − +
− − − − − =
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2、
2

1 2 2

1( )
1 (2 ) (2 )

zH z
z k z z z k− −= =

− − − − − −
因为极点为实数，则

2 94 1 4(2 ) 9 4 0 ,
4

b ac k k k= − = + − = − ≥ ≤V
又要求系统稳定，则所有极点都必须在单位圆内

1 , 2
1 1 4 ( 2 )

1 , 2
2
92
4

k
p k

k

± + −
= < >

< ≤得

2

2

1

( )
0.5

[ ] cos ( 1)
2[ ] ( ) [ ] ( 1) ( ) ( 1)
5

n

n n
z

zH z
z z

x n n

y n H z x n H z

π

=−

=
− +

= = −

= = − = −

3、
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例10.26 假设一个LTI系统给出下例信息:

1、若系统的输入是 ，则输出是：
1[ ] (1/ ) [ ]6 nn ux n=

1
1 1[ ] ( ) 10( )

3
[

2
]n ny n ua n a = +  

为实数

2、若 ，则输出是：2[ ] ( 1)nx n = − 2
7 7[ ] ( 1

4
os)

4
cny n nπ= − =

要求：从这两条信息中就能确定该系统的系统函数 、a的值，

推出该系统的几个性质、并写出表征该系统的差分方程。

•由第一条信息，可得出这信号的z变换是：

( )H z

1
1

10

1 1 1( ) ( ) ,16 61
6

n

n
X z z z

z

∞
−

−=

= = >
−

∑

因果的

cos ( 1)nnπ = −
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1

1
1 1 1 1

1 1

1

1 11

( 10) (5 )10 13( ) ,1 1 1 1 21 1 (1 )(1 )
2 3 2 3

1[( 10) (5 ) ][1 ]( ) 3 6( ) 1 1( ) (1 )(1 )
2 3

aa zaY z z
z z z z

aa z zY zH z
X z z z

−

− − − −

− −

− −

+ − +
= + = >

− − − −

+ − + −
= =

− −

• 对于 的响应必须等于 乘以系统函数 在z = -1的

值（即若 ，则 ）， 因为

因此根据第二条信息，有

2[ ] ( 1)nx n = − ( 1)n− ( )H z

1 7[( 10) (5 )][1 ] [ 10 5 ][ ]7 3 6 3 6( 1) 1 1 3 44 (1 )(1 ) ( )( )
2 3 2 3

9

a aa a
H

a

+ + + + + + +
= − = =

+ +

= −

[ ] [ ] ( )n nx n z y n H z z= =
2[ ] 7 / 4( 1)ny n = −

可得

系统
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1 1 1 2 2

1 1 1 2 2

1 13 1 13 1(1 2 )(1 ) 1
6 6 3 6 3( ) 1 1 5 1 5 1(1 )(1 ) 1

2 3 6 6 6 6

z z z z z z
H z

z z z z z z

− − − −

− − − −

− − − + − +
= = =

− − − + − +

由卷积性质可知： 的ROC必须包括 和 ROC 的相交部分，

对 检查一下三种可能的ROC（即 ）

可以发现，只有 ，才能与 和 的ROC相符。

由此可得：

• 因为该系统 的ROC                  （即包括单位圆），所以系统是稳定的。

• 因为该系统 的ROC                    （即为右边序列），同时由 表达

式可知，其分子的阶次不超过分母的阶次，因此系统是因果的。

• 由 可写出在初始松弛条件下表征该系统的差分方程为：

1( )Y z 1 ( ) ( )X z H z

( )H z 1/ 3,1/ 3 1/ 2, 1/ 2z z z< < < >

1/ 2z >

1 1( ) ( )X z Y z

( )H z

( )H z
5 1 13 1[ ] [ 1] [ 2] [ ] [ 1] [ 2]
6 6 6 3

y n y n y n x n x n x n− − + − = − − + −

则有

( )H z
1/ 2z > ( )H z

1/ 2z >
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1、采样定理

• 冲激串采样

• 零阶保持采样

2、重建信号

• 带限内插

• 零阶保持

• 线性内插

3、欠采样的效果：——混叠现象

4、连续时间信号的离散时间处理

• 数字微分器

• 半采样间隔延时

5、离散时间信号采样

• 脉冲串采样

• 离散时间抽取与内插

第七章 采样
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题7.31

⊗( )cx t
( )px t

( ) ( )
n

P t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

冲激串

序列

[ ]h n
序列

冲激串 T
π

T
π

−

[ ]x n [ ]y n %( )y t ( )y t

[ ]h n ——线性的、因果的。
1[ ] [ 1] [ ]
2

y n y n x n= − +已知：

求：系统的等效频率响应 ——如果是证明又该如何( )cH jω

解：因为

T

1 2 1( ) [ ( ) ( )] [ ( )]
2
1[ ] ( )

1( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ) () ) ) ( )( /

p c s c s
k k

F
c

j j
c

j T
c

j T
c c

X j X j k X j k
T T

X n X j
T T

Y e X j H e
T T

Y j X j H e H j H e Y j X jωω

π
ω ω δ

ω ω ω

ω ω ω ω
π

ω ω

∞ ∞

=−∞ =−∞

Ω Ω

= ∗ − = −

Ω
←

Ω
=

= =

→

=

∑ ∑
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( )
( )

0
1( ) ,

1 (1

1 1[ ] [

/

1] [ ] , ( )
2 1 2

2

)

)

(1/
j

j T
d

c

c j

d j

T

H

y n y n x n H e
e

e
H j T

H j
e T

ω

ω

π
ω

ω

π
ω ω

Ω
−

−

Ω

 <= 


=

= − ∴

−

+ =

∴ <

−

∵

因为
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二、例： 设信号 的频谱为 ,另一个信号 p ( t )为( )S jω( )s t 0( ) cosp t tω=

求 r ( t ) = s ( t ) p ( t ) =                            的频谱 。

解：因为

( )R jω
0 0

0

0

0 0

0

0

0

0 0

1( ) cos ( )
2

1 2 ( )
1 2 ( )

1 2 ( )
1( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
2

j t j t

F

j t F

j t F

j t j t F

p t t e e

e

e

p t e e P j

ω ω

ω

ω

ω ω

ω

πδ ω

πδ ω ω

πδ ω ω

ω π δ ω ω δ ω ω

−

−

−

= = +

←→

× ←→ −

× ←→ +

= + ←→ = − + +

而

0 0

0 0

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( ) ( )]
2
1 1[ ( )] [ ( )]
2 2

Fr t s t p t R j S j P j

S j

S j S j

ω ω ω
π

ω π δ ω ω δ ω ω
π

ω ω ω ω

= ←→ = ∗

= ∗ − + +

= − + +

据频移性，可得

所以

又因为

0( ) coss t tω

×( )s t

0( ) cosp t tω=

( )r t =

0( ) coss t tω
调制

所以

设信号的频谱如图所示,最高频率为:      ,则可画出1ω ( )R jω
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注意:  图中已假设 。

若 时,就会产生重
叠。

0 1ω ω>
0 1ω ω<

这在通信中称调制。
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三、例：其中 ,求低通滤波器的频谱 。
0( ) c o sp t tω=

× g( t ) = r ( t ) p ( t )              ( )r t = 0( ) coss t tω

0( ) c o sp t tω=解：

0

2
0 0

0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) cos

( ) ( ) ( ) ( )cos ( )[1 cos 2 ] / 2
1 [ ( ) ( ) cos 2 ]
2

1 1 1( ) ( ) { ( ) [ ( 2 ) ( 2 )]}
2 2 2

1 1( ) { [ ( 2 )] [ ( 2 )]}
2 4

r t s t p t p t t
g t r t p t s t t s t t

s t s t t

G j S j S j

S j S j S j

ω

ω ω

ω

ω ω ω π δ ω ω δ ω ω
π

ω ω ω ω ω

= =

∴ = = = +

= +

= + ∗ − + +

= + + + −

∵

低通滤波器
( ) ( )y t s t=

解调

( )cH jω
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由图可知，当g ( t )通过

理想低通滤波器时，只

要使该滤波器幅度为2，

截止频率 满足cω
1 0 12cω ω ω ω< < −

就可使调制信号s ( t )

得到恢复,得

cω− cω

( ) ( )y t s t=

这就是解调

1 0 12 2
( )

0
c

cH j
ω ω ω ω

ω
< < −

=
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四、具有可变中心频率的频率选择性滤波

cj te ω

( )x t

cj te ω−

1( ) ( ) ( ) [2 ( ) ( )] [ ( )]
2

cj t F
c cy t e x t Y j X j X jω ω πδ ω ω ω ω ω

π
= ←→ = − ∗ = −

即 等于 向右移 ；

同样可得:

( )Y jω ( )X jω cω

( ) ( ) ( ) [ ( )]cj t F
cf t e w t F j W jω ω ω ω−= ←→ = +

即 就等于 向左移 。( )F jω ( )W jω cω
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可见，整个系统等效于

一个中心频率为

带宽为 的理想带通

滤波器。随着 的改

变，该带通滤波器的中

心频率也就改变了。

cω−

02ω

cω
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Ｐ406  题7.27

当x (t)为实信号时，可用带通采样的方法．这种方法是：先进行复指数调制再

采样．（如图所示）．

( )X jω 1 2ω ω ω< <由于x (t)为实数，且 仅在 为非零，调制频率选为：

1ω−2ω− 1ω 2ω

1

( )X jω

ω

1. 若 如图(b)所示，画出

2. 确定最大的采样周期Ｔ，使得 可以从 恢复。

3. 确定一个从 恢复 的系统。

( )X jω ( )pX jω
( )px t

( )px t ( )x t
( )x t

( b )

0 1 2
1 ( )
2

ω ω ω= +

理想低通滤波器 的截止频率为1( )H jω 2 1
1 ( )
2cω ω ω= −

⊗ ⊗1( )H jω( )x t ( )px t

0j te ω−
( ) ( )

n
P t t nTδ

∞

=−∞

= −∑
( a )

1( )x t 2 ( )x t

1( )H jω

cωcω−

1
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解：１、
0

1 1 0

2 0 2 1 2 1

2

2

( ) ( ) ( ) [ ( )]
1 1( ) [ ( )] [ ( )] [ ( )]
2 2

1( ) [ ( ) ( )]
2
2 2( ) ( )

1 2( ) [ ( )]

j t F

p

k

p
k

x t x t e X j X j

X j X j U U

X j X j P j

kP j
T T

kX j X j
T T

ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω ω

ω ω ω
π
π π

ω δ ω

π
ω ω

−

∞

=−∞

∞

=−∞

= ←→ = +

 = + + − − − − 
 

= ∗

= −

∴ = −

∑

∑

∵

∵

如图( a )所示

如图( ｂ )所示

如图( ｃ)所示
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２、由图b可见， 的带宽为 ，所以最大采样周期为：2( )X jω 2 1ω ω−

2 1
max

2 1

2 22 ,
2s T

T
ω ωπ π

ω
ω ω

−
= > =

−
3、可用下图来恢复x (t)

⊗12 ( )TH jω { }Re i
( )px t

3 ( )x t 4 ( )x t ( ) ( )y t x t=

0j te ω

{ }

2 3 1 2

4 2 0

4 4
4 2 0 2 0

2( ) [ ( )] ( ) ( )2 ( ) 2 ( )

( ) 2 [ ( )]

( ) ( )( ) Re ( )

1

[ ( )] [ ( )] ( )
2

p p
n

F

nX j X j X j X j H j X j
T

X j X j
X j X jx t x t X j X j

T
T

X j

πω ω ω ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω

∞

=−∞

∗
∗

= − ∴ = =

= −

+ −
= ←→ = − + − + =

∑∵

{ }

( ) ( )
1 1Re ( ) [ ( ) ( )] [( ) ( )]
2 2

x t a jb x t a jb

x t x t x t a jb a jb a

∗

∗

= − = +

= + = − + + =

设：

则
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689

例:       下图为一抽取系统.图中 为一抗混叠滤波器,滤去信号中无用的

高频分量,并将信号的最高频率限制为 ,试问此时系统所能达到

的最大抽取N是多少?

1( )jH e ω

2 / 9Mω π=

解: 要获得最大的抽取,就必须使 占据整个频带．由于信号 的

最高频率 如对信号直接进行抽取，要不产生混叠，必须

满足 ，即 ，取N = 4 。对 进行

N = 4的抽取，就得到 ，它的频谱如图（b)所示。其中在

这段频带内频谱还是零。因此仍有进一步抽取的余地。具体做法如下：

( )j
bX e ω

1[ ]x n
2 / 9Mω π=

2 22
9s N

π πω = > × 9 / 2N < 1[ ]x n

2[ ]x n 8
9
π

ω π≤ ≤
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( )j
bX e ω

3( )jX e ω

•先对信号进行N = 2的内插，获得相应的内插序列 ，其频谱如图(c)

所示其最高频率为 ．

• 然后对 信号进行N = 9的抽取 ，使其占据整个频

带．最终获得最大抽取的序列 ，(d)所示[ ]bx n

1[ / 2]x n
/ 9π

1[ / 2]x n 1[9 / 2]x n
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例：系统如图所示，其中

0

0

0 0

sin(3 / 2)( )

( ) cos 2 4cos8

( ) jk t
k

k

tx t
t

p t t t

h t c e ω

ω
π
ω ω

∞

=−∞

=

= +

= ∑

求：y (t)的傅立叶级数表示式．

⊗ ( )h t( )x t

( )p t

( )y t

解：

0 03 / 2 3 / 2
0 00

0 0

sin(3 / 2)

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 3 3[ ] [ ( ) ( )]
2

3 3[ ( ) ( )]

2 2

2 2

2

F

j t j t F

e t x t p t E j X j P j

e et

j

j j
ω ωω

π

ω ω ω
π

π
δ ω

δ ω ω δ ω

ω δ ω

ω

ω−

= ←→ = ∗

←→

+ − −

= − − − +

=

∵

据频域积分性: 1 ( ) (0) ( ) ( )Fx t x t X j d
jt

ω
π δ η η

−∞
− + ←→ ∫

( )e t
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0

0
0 0

0 0

0

0

0 0

sin(3 / 2) 3 3[ ( ) ( )]
2 2

3 3

sin(3 / 2) 3 3( ) (

[ (

)
2

) ( )]
2 2

31 ,
2
30 ,
2

2
F

F

t U U
t

t j d
jt

j U U

ω

ω
ω ω ω ω

ω
π δ η ω δ η ω η

π ω ω

ωπ

ω ω

ω ω

ω

−∞

←→ + −

− ←→ + − −

= + − −

 <= 
 >


−

∫

0 0 0 0

0 0 0 0

0

3 9

0 0
1 7

( ) [ ( 2 ) ( 2 ) 4 ( 8 ) 4 ( 8 )]
1( ) ( ) ( )

2
1 1[ ( 2 )] [ ( 2 )] 2 [ ( 8 )] 2 [ ( 8 )]
2 2

( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( )

k
k

k k
k k

P j

E j X j P j

X j X j X j X j

H j c k

Y j E j H j c k c k

ω π δ ω ω δ ω ω δ ω ω δ ω ω

ω ω ω
π

ω ω ω ω ω ω ω ω

ω π δ ω ω

ω ω ω π δ ω ω π δ ω ω

∞

=−∞

= =

= + + − + + + −

= ∗

= + + − + + + −

= −

= = − + −

∑

∑ ∑

1
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0 0 0

3 9

1 7

1( ) 2
2

1 , 1, 2, 3
2
2 , 7, 8, 9
0 ,

jk t jk t jk t
k k k

k k k

k

k k

y t c e c e y e

c k

y c k

ω ω ω
∞

= = =−∞

= + =

 = ± ± ±


= = ± ± ±




∑ ∑ ∑

( )X jω

03 / 2ω− 03 / 2ω

( )P jω

08ω− 08ω02ω− 02ω

2 21/ 2 1/ 2

08ω− 08ω02ω02ω−

( )E jω
1/ 2

2 21/ 2
ω

ω

ω

00.5ω 06.5ω03.5ω
09.5ω

1
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注意：1、在实际中x (t)是一个具体的信号——即必须掌握信号的变换

0 0 0

0 0

00
0 0

0

20

2

1

sin [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

cos [ ( ) ( )]

1sin ( ) ( ) ( )
0

sin 1( ) ( ) ( )
2

1( )
( )

1( )
( 1)! (

F

F

F

Fat

n
Fat

t j a a
j

t a

t X j U U
t

t X j X j
t

te u t
a j

t e u t
n a j

π
ω π δ ω δ ω ω δ ω ω δ ω

ω π δ ω δ ω ω

ω ωω
ω ω ω ω ω

π ω ω

ω
ω ω

π π

ω

ω

−

−
−

←→ + − − = − − +

←→ + + −

 <←→ = + − − = 
>

←→ ∗

←→
+

←→
− + )n
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习题解
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作业：1、已知信号 的波形如图(a) 所示，

1）求积分 ，并画出波形；

2）求微分 ，并画出波形。

( )x t
(6 2 )

t
f dτ τ

−∞
−∫

[ (6 2 )]d f t
dt

−

2、习题1.9        (d) 

3、习题1.27
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题1.9 (d)  判断信号的周期性。若是周期的，给出它的基波周期。

3 ( 1/2)/5
4[ ] 3 j nx n e π +=

解：1、 3 ( 1/2)/5 3 /10 3 /5
4

0 0

[ ] 3 3
2 103 /5 (2 / ) ( )

3 /5 3

j n j j nx n e e e

N m m m

π π π

π
ω π π ω

π

+= =

= = = =

∵

得

是周期的，基波周期为N=10

0 0 0 0( )j n N j n j N j ne e e eω ω ω ω+ = = 0 1j Ne ω =
0

0
0

2 22 , , ,mN N
m

m m
N N

ωω π π
ω π ω

π ω
= = = =0或 或 =

2

一、离散时间复指数信号的周期性问题

3 ( 1/2)/5 3 ( 1/2)/5 3 /5
4
3 /5

[ ] 3 3

1 3 /5 2 10/3

j n N j n j N

j N

x n N e e e
e N m N m

π π π

π π π

+ + ++ = =

= = = ×

2、
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题1.27  a)                        是无记忆、时不变、线性、因果、稳定？
解:
1、是记忆系统——系统的输出与以前或将来的输入有关。
2、是时不变系统

( ) ( 2) (2 )y t x t x t= − + −

1 1 1

1 0 1 1

2 1

2

0 0

1 1 1 0

0

0 0

( ) ( 2) (2 )
( ) [ 2] [2 ]( ) ( )
( ) ( )
( ) [ 2]( ) ([ ))2 ] (

y t x t x t
y t t x x
x t x
y t

t t t

x x

t

y t t
t t
t t t t

= − + −
− = − + −

=
= − + − =−

−

−

−

−
−

设：

令

得

则 所以是时不变的

3、因为系统满足叠加性和齐次性。所以是线性的。

1 1 1 1

2 2 2 2

3 1 2

3 3 3

1 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( 2) (2 )
( ) ( ) ( 2) (2 )
( ) ( ) ( )

( 2) ( 2
( ) ( 2) (2 )

(2 ) (2 )
( ) ( )

)ax t

x t y t x t x t
x t y t x t x t
x t ax t bx t
y t x t x t

ax t bx t
ay t by t

bx t

→ = − + −
→ = − + −
=

−

+
= − + −

= + − + −
= +

+ −
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即当 时

4、因为y (t)与未来的输入有关，所以是非因果的
0

(0) ( 2) (2)x
t
y x
=

= − +得 所以是非因果的

5、是稳定的。

( )
( 2) (2 )

x t
x t x t∴ − −

∵
和

是有界输入

有界，即 y (t)是稳定的。

b) ( ) [cos(3 )] ( )y t t x t=

解：1、是无记忆系统——t时刻系统的输出，仅与当前的输入

x(t)有关。
2、是时变系统。

1 1 2 2

2 1 0

2 2 0

1 0 0 1 0 2

( ) [cos(3 )] ( ) ( ) [cos(3 )] ( )
( ) ( )

( ) [c
(

os(3 )] ( )
( ) [cos3( )] ( ) )

y t t x t y t t x t
x t x t t

y t t x t t
y t t t t t tx yt

= =
= −

= −

− = − − ≠

当 时，

而

设
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3、因为系统满足叠加性和齐次性。所以是线性的。

1 1

2 2

3 1 2

3

2

2 2

3 1 2

1

1 1

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) [cos3 ] ( ) [cos3 ]

[cos3

[ ( ) ( )]

[cos3 ] ( )

[ 3 ] ( ) ( )

] ( )

[cos3 ] ( ) ( )

x t y t
x t y t
x t ax t bx t

y t t x t t ax t

t x t

cos t x t y t
bx t

a

t x t

t x t b a by t

→ =
→ =
= +

∴ = = +
= + = +

4、因为 只与当前的输入x(t)有关，所以是

因果的。

( ) [cos3 ] ( )y t t x t=

5、系统是稳定。

因为若x(t) 有界，而 也有界；所以y(t)有界。cos3 1t ≤
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题1.27( c)
2

( ) ( )
t

y t x dτ τ
−∞

= ∫
解:

1、是记忆系统——系统的输出不仅与当前的输入有关，而且还与以前或将来的

输入有关。

2、是时变系统

设

0

1 0
2 2

1 1 0

2( )

0 1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

t t

t t

x x t

y t x d x t d

y t t x d y t

τ τ

τ τ τ τ

τ τ

−∞ −∞

−

−∞

= −

= = −

− = ≠

∫ ∫
∫

则

而 所以是时变的

3、因为系统满足叠加性和齐次性。所以是线性的。
2 2

1 1 1 2 2 2

2

3 1 2 3 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )

t t

t

x t y t x d x t y t x d

x t ax t bx t y t ax bx d ay t by t

τ τ τ τ

τ τ τ

−∞ −∞

−∞

→ = → =

= + → = + = +

∫ ∫
∫

是无记忆、时不变、线性、因果、稳定？
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4、因为y(t)与未来的输入x(2t)有关，所以是非因果的，

5、不稳定。
若 x (t) = u (t) 时。

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

t t t

t
y t x d x d x dτ τ τ τ τ τ

−∞ −∞
= = +∫ ∫ ∫

2 2

0
( ) ( ) 1 2 ( )

( )

t t
y t x d d tu t

t y t

τ τ τ
−∞

= = =

→ ∞ → ∞
∫ ∫则

所以当 时，
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d) 0 0
( )

( ) ( 2) 0
t

y t
x t x t t

<
=  + − ≥

1、当 时，y(t)由t 、t-2时刻的输入共同决定。所以是记忆系统0t ≥

2、是时变系统。

2
1 0 2 0

0
1

1 2
1 1

0
1 0 1 0 0

2

0

0

2

1

2

2

1

0 0 0 0

0 0
( )

( ) ( 2)

(

( ) ( )
( ) ( 2) 0 ( ) ( 2) 0

( ) (

0 0
( )

(
) ( )

)

) ( 2) 0

0
t

y t
x

t t
y t y t

x t x t t x t x t t

t t

y t t y
t t

y t t
x t t x

x t x t

t t t

x t t
t

t

t

t
− <

<
= − + − − ≥


− =

< < 
= = + − ≥ +

− + − −
− ≠

− ≥





− ≥

= −令：
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3、是线性的。

1 1 2 2
1 1 2 2

3 1 2

3
3 3 1 2 1 2

1 1 2 2

0 0 0 0
( ) ( ) ; ( ) ( )

( ) ( 2) 0 ( ) ( 2) 0
( ) ( ) ( )

0 0 0 0
( )

( ) ( 2) 0 ( ) ( ) ( 2) ( 2) 0

0 0 0 0
( ) ( 2) 0 ( )

t t
x t y t x t y t

x t x t t x t x t t
x t ax t bx t

t t
y t

x t x t t ax t bx t ax t bx t t

t t
a b

x t x t t x t x

< < 
→ = → = + − ≥ + − ≥ 

= +

< < 
= = + − ≥ + + − + − ≥

< <
= + + − ≥ +

1 2(( 2)
)

0
( )a b

t
y t

t
t y+


= − ≥

令

4、t时刻的输出与t及t-2时刻的输入有关，而与将来无关。所以是

因果系统 。

5、当x(t)有界，则x(t-2)有界。所以y(t) 有界。即是稳定系统。
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e)、
0 ( ) 0

( )
( ) ( 2) ( ) 0

x t
y t

x t x t x t
<

=  + − ≥

1、令t = 0 ，且 ，得(0) 0x ≥ (0) (0) ( 2)y x x= + −

可见，是记忆系统。
2、是时不变的。

1
1

1 1 1

1 0
1 0

1 0 1 0 1 0

2 1 0

1 02
2

1 0 1 0 1 02 2 2

2 1 0

0 ( ) 0
( )

( ) ( 2) ( ) 0

0 ( ) 0
( )

( ) ( 2) ( ) 0
( ) ( )

0 ( ) 00 ( ) 0
( )

( ) ( 2) ( ) 0( ) ( 2) ( ) 0
( ) ( )

x t
y t

x t x t x t

x t t
y t t

x t t x t t x t t
x t x t t

x t tx t
y t

x t t x t t x t tx t x t x t
y t y t t

<
= + − ≥

− <
− = − + − − − ≥
= −

− << 
= =  − + − − − ≥+ − ≥ 
= −

令：

令

得

得

可见
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3、是非线性的。

1
1 1

1 1 1

2
2 2

2

3

1 2

1 2 1 2

2 2

3 1 2

3

3 3

1 2

3

0 ( ) 0
( ) ( )

( ) ( 2) ( ) 0

0 ( ) 0
( ) ( )

( ) ( 2) ( ) 0
( ) ( ) ( )

0 ( ) 0
( ) ( 2

( )

0 ( ) ( ) 0

)

( ) ( ) ( 2) ( 2) ( )

( ) 0

x t
x t y t

x t x t x t

x t
x t y t

x t x t x t
x t ax t bx

y t

ax t b

t
x t

x t x t x t

x t
ax t bx t ax t bx t ax t bx

<
→ =  + − ≥

<

+ <
=

+ + − + −

→ =  + − ≥
= +

<
= 



+

+ − ≥

1 2

1 2

1 1 1 1 1 2

( ) ( )
0 ( ) 0 0 ( ) 0

( ) ( 2) ( ) 0 ( ) ( 2) ( ) 0

( ) 0
ay t by t

x t x t
ax t ax t x t bx t bx t x t

t

 ≥

+

< < 
= + + − ≥ + − ≥ 

而

两者不等

令



 

 

 

707

4、是因果的。

因为，当 时，输出包含现在与过去的输入。

5、是稳定的。

若x(t)有界，则x(t-2)有界。即y(t)有界。所以，是稳定系统。

f)、y(t)=x(t/3)

1、是记忆的。

因为t时刻的输出由t/3时刻的输入决定。

2、是时不变的。

令

( ) 0x t ≥

1 1 1

1 0

2 1 0

2 1

0

01 0

1

[( ) / 3

[( ) / 3]
( ) ( ) ( / 3)

( )
( ) ( )

( ) ( )]

x t y t x t
y t t
x

x t t

x t
t x t t

y t yt t t

−

→ =

− =

= −

= −− =

得

令

得
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3、是线性的。

1 1

2 2

3 1 2

3 3 1 2

2

1

1 2

( / 3)

( / 3

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( / 3

( / 3)

( / 3 ) ()) ( ) )

x t y t
x t y t
x t ax t bx t
y t x t a b ay t by

x t

x t

x t

x t t

→ =

→ =
= +

= = + = +
令

则

4、是非因果的。

令t=-3,得 y(-3)=x(-1),即输出与将来有关。

5、稳定的。若x(t)有界，则x(t/3)也有界。即y(t)有界。

g)、 ( )( ) dx ty t
dt

=

1、无记忆的。

因为t 时刻的输出y(t)只与t时刻的输入x(t) 有关。

2、时不变的。
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1
1

1 0

2 1 0

2
2 1 0

1

1 0

0

( )( )

( )

( ) ( )
( )( (

(

)

)

( ))

dx ty t
dt

y t t

x t x t t
dx ty t y t t

d
dx t t

dx t t
dt

t dt

=

− =

= −

=
−

= = −

−

设

则

令

得

3、是线性的。

1 1 2 2

3 1 2

3 1

1

12
3

2

2
1 2

( ) ( ) ; ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) [ ( ) ( )

( )

( )

( )

]( ( ))) ( ) (

x t y t x t y t

x t ax t bx t
dx t d ax t bx ty t a b

dx t
dt

d ay t by t
dt

dx t
dt

dx t x
dt

t
t dtd

→ = → =

= +

+
= = = + = +



 

 

 

710

补充题：
1、已知信号 的波形如图(a) 所示，

1）求积分 ，并画出波形；

2）求微分 ，并画出波形。

( )x t

(6 2 )
t

f dτ τ
−∞

−∫
[ (6 2 )]d f t

dt
−

解:1)   先画出f (6-2t) 的波形.

4、因果的。

t时刻的输出y(t)只与t时刻的输入x(t)有关。

5、稳定的。
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/2( ) (2 ) ( 2 ) [ 2( 3)]f t f t f t f t→ → − → − −展缩1 反转 右移3

0          1         2        t

2

1

2

1

-1         0         1     t

2

1

0         1         2          3   t

f (2t) f (-2t) f (6-2t)

( ) ( 6) (6 ) (6 2 )f t f t f t f t→ + → − → −右移6 反转 展缩1/2
或

2）求积分: （以讨论的形式进行） 由图可见，

• 当t < 2 时，f (6-2t) = 0                         
2

(6 2 ) 0f dτ τ
−∞

− =∫

2

2
(6 2 ) (6 2 ) (6 2 ) 2

t t
f d f d f d tτ τ τ τ τ τ

−∞ −∞
− = − + − = −∫ ∫ ∫

• 当 2     t  <  2.5 时, f (6-2t) = 1≤
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• 当 t >3时, f (6-2t) = 0
2 2.5 3

2 2.5 3
(6 2 ) (6 2 ) (6 2 ) (6 2 ) (6 2 )

0 0.5 1 0 1.5

t t
f d f d f d f d f dτ τ τ τ τ τ τ τ τ τ

−∞ −∞
− = − + − + − + −

= + + + =
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

• 当 2.5     t     3 时,     f (6-2t) = 2≤≤
2 2.5

2 2.5
(6 2 ) (6 2 ) (6 2 ) (6 2 )

0 0.5 2( 2.5) 2 4.5

t t
f d f d f d f d

t t

τ τ τ τ τ τ τ τ
−∞ −∞

− = − + − + − =

= + + − = −
∫ ∫ ∫ ∫

0          1         2         3         4          5        t

1

2

(6 2 )
t

f dτ τ
−∞

−∫
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3)求微分:（先写出表达式，再求导） 由图可见,

(6 2 ) ( 2) ( 2.5) 2 ( 3)

[ (6 2 )] ( 2) ( 2.5) 2 ( 3)

f u t u t u t
d f t t t t
dt

τ

δ δ δ

− = − + − − −

− = − + − − −所以

1         2            3            t         

2

1

-1

-2

0

1 1

-2

[ (6 2 )]d f t
dt

−
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P98页 题2.3:   

已知 :  21[ ] ( ) [ 2], [ ] [ 2]
2

nx n u n h n u n−= − = +

求出并画出输出 [ ] [ ] [ ]y n x n h n= ∗

解:   

2
2

12
2 1

2 0

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

0 21[ ] ( ) [ 2] 12 ( )
2
1

[

2

] [ 2 ]
0 2

2 2 0
1 1 1 (1/ 2) 1[ ] ( ) ( ) [ ] [1 ( ) ] 2 [ ]
2 2 1 (1/ 2)

2

2

k

k
k

nn n
k m n

k m

y n x n h n x k h n k

k
x k u k

h n k u

k

n k
k n

n n

y n u n

k n

u n

∞

=−∞

−
−

++
− +

= =

= ∗ = −

 <= − = 



− = + − =  > +
+ ≥ ≥

−
∴ = = = =

≥

≤ +

− ×
−

∑

∑ ∑

∵

当 时 ,                    ,     y[n] 有值

2004.3.15
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0   1    2    3   4    5                 n

1

x [k]

0                               n+2       n

h [n-k]

0         2                   n+2           n

y [n]

1
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P100页

题2.17     考虑一LTI系统，其输入x(t)和输出y(t)由下面微分方程描述：

( ) 4 ( ) ( )d y t y t x t
dt

+ =

系统满足初始松弛的条件。

（a)若 ,求 y(t) = ?( 1 3 )( ) ( )j tx t e u t− +=
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解：1、经典法 ( ) ( ) ( )h py t y t y t= +
44 0 4 ( ) ( )t

hy t Ae u tλ λ −+ = = − ∴ =∵

( 1 3 ) ( 1 3 )( ) ( ) ( ) ( )j t j t
px t e u t y t Be u t− + − += ∴ =∵

1）

2）

代入方程得

设

( 1 3 ) ( 1 3 ) ( 1 3 )( 1 3 ) 4
1 1( 1 3 ) 4 1 ,

4 ( 1 3 ) 3(1 )

j t j t j tBe j Be e

B j B B
j j

− + − + − +− + + =

− + + = = =
+ − + +

4 ( 1 3 )

4 ( 1 3 )

( 1 3 ) 4

1( ) ( ) ( )
3(1 )

1 1(0) 0 ,
3(1 ) 3(1 )
1 1( ) ( ) ( )

3(1 ) 3(1 )
(1 ) [ ] ( )

6

t j t

t j t

j t t

y t Ae u t e u t
j

y A A
j j

y t e u t e u t
j j

j e e u t

− − +

− − +

− + −

∴ = +
+

= + = = −
+ +

= − +
+ +

−
= −
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2、用傅立叶变换
1( ) 4 ( ) ( ) , ( )

4
d y t y t x t H j
dt j

ω
ω

+ = ∴ =
+

∵

( 1 3 ) 1( ) ( ) , ( )
( 1 3 )

j tx t e u t X j
j j

ω
ω

− += ∴ =
− − +

∵

即

1 2

1( ) ( ) ( )
( 4)[ ( 1 3 )]

4 ( 1 3 )

Y j H j X j
j j j

A A
j j j

ω ω ω
ω ω

ω ω

= =
+ − − +

= +
+ − − +

可求得
1 2

( 1 3 ) 4

1 (1 ) 1 (1 ),
3(1 ) 6 3(1 ) 6

(1 ) 1 1( ) [ ]
6 ( ( 1 3 ) ( 4)

(1 )( ) [ ] ( )
6

j t t

j jA A
j j
jY j

j j j
jy t e e u t

ω
ω ω

− + −

− −
= − = − = =

+ +
−

= −
− − + +

−
= −
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题2.32   

考虑一差分方程
1[ ] [ 1] [ ]
2
1[ ] ( ) [ ]
3

n

y n y n x n

x n u n

− − =

=设

假定解y [n] 有一个特解yp[n]和一个齐次解 组成。

(a) 证明，齐次解为

[ ]hy n

1[ ] ( )
2

n
hy n A=

解： 1[ ] [ 1] 0
2

1 0
2

1
2

h hy n y n

λ

λ

− − =

− =

=

∵

为单实根，所以齐次解为：

[ ] (1/ 2)n
hy n A=
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(b) 假设特解的形式为：
1[ ] ( ) , 0
3

n
py n B n= ≥

解：

1

1[ ] ( ) [ ]
3

10, [ ] 0 0, [ ] ( )
3

1[ ] ( )
3

1 1 1 1 1[ ] [ 1] ( ) ( ) ( ) [ ]
2 3 2 3 3

3[1 ] [ ]
2
2 , 0

n

n

n
p

n n n
p p

x n u n

n x n n x n

y n B

y n y n B B u n

B u n

B n

−

=

≤ = ≥ =

∴ =

− − = − =

− =

= − ≥

∵

。

请确定B 值。

代入方程

得
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(c) 假设LTI系统初始松弛，求方程的解。

解：由(a)、( b)可知，方程的解为：

1 1[ ] ( ) ( ) , 0
2 3

n ny n A B n= + ≥

其中，已知 B= - 2   ，

根据初始松弛条件可知：n < 0 时， x[n]=0 ; 所以有 n < 0 , y[n]=0.

0 0

1 1[ ] [ 1] ( ) [ ]
2 3
1[0] [ 1] 1
2

[0] 1
1 1[0] ( ) 2( ) 2 1
2 3

3
1 1[ ] 3( ) 2( ) , 0
2 3

n

n n

y n y n u n

y y

y

y A A

A

y n n

− − =

∴ − − =

=

= − = − =

=

∴ = − ≥

∵

即

得
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P108页 题2.48

解:a)  正确。因为h (t) 是周期的，若 ，则( ) 0h t ≠ ( )h t dt
∞

−∞
→ ∞∫

所以不稳定。

b) 错。若

则 与将来有关。所以是非因果的

c) 错。例如：
1

[ ] [ ]
[ ] [ ]

h n n k
h n n k

δ
δ

= −
= +

[ ] [ ] [ ] 1

[ ]
n

h n u n h n

h n
∞

=−∞

= =

→ ∞∑

若 ，则

但 不稳定

d)正确。因为，若h [n] 是有限的，则

2

1

[ ] [ ]
m

mk k
h k h k

∞

=−∞ =

= < ∞∑ ∑ 所以稳定
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e)错。例如： 是因果的，但不稳定，（因为 ）( ) ( )th t e u t=

f) 错。例如，冲激响应分别为

1 2

1 2

( ) ( 1) , ( ) ( 1)
( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )

h t t h t t
h t h t t t t

δ δ
δ δ δ

= + = −
∗ = + ∗ − =级联后得 显然是因果的

g)  错。例如： ——是稳定系统

0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )

( ) 1
0

t

t t

t t

h t e u t

s t h t u t h d e u t

s t dt e dt t e

τ τ

−

−

−∞

∞ ∞ − −

−∞

=

= ∗ = = −

∞
= − = + → ∞

∫

∫ ∫

得

而

可见系统是稳定的，但s (t)不是绝对可积。

h)正确。若
0

0

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

k

k

u n n k

s n h n u n h n k

δ
∞

=

∞

=

= −

= ∗ = −

∑

∑
可见，若n < 0,则 s [n]=0——

则n<0时，h [n] = 0

( )h t
∞

−∞
→ ∞∫

[ ] [ ] [ ]
k

x n x k n kδ
∞

=−∞

= −∑
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题 2.61   (C )      已知电路如图所示，1）求y (t)  的微分方程

x (t)

2R = Ω 1L H=

1
5

C F= ( )y t
+

−

解：

2

2

2

2

( ) 1 ( )( )
5

( )( ) ( ) ( )

1 ( ) 1 ( )2 1 ( ) ( )
5 5

1 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
5 5

cdu t dy ti t C
dt dt

di ti t R L y t x t
dt

dy t d y t y t x t
dt dt

d y t dy t y t x t
dt dt

= =

+ + =

× + × + =

+ + =

( )i t
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2）证明齐次解的形式为

{ }2 2
1 2

at j t j te k e k e− −+
给出a 的值。

解：齐次方程为 2

1

1 2 1 2''( ) '( ) ( ) 0 1 0
5 5 5 5

1 2 , 1 2

y t y t y t

j j

λ λ

λ λ

+ + = + + =

= − + = − −
( 1 2 ) ( 1 2 )

1 2
2 2

1 2

( )

[ ]
1

j t j t
h

t jt jt

y t k e k e
e k e k e

a

− + − −

− −

∴ = +

= +
∴ =

3)因为电压和电流都是实数，证明：该系统的自然响应为一衰减正弦振荡。

解：自然响应——即齐次解

电压和电流都是实数
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2 2
1 2

1 2

1 2 1 2

( ) [ ]

[ (cos2 sin 2 ) (cos2 sin 2 )]

[cos2 ( ) sin 2 ( )]

[cos2 ( ) sin 2 ( )]
0 ,
0 ,

( ) [2 cos2 2 sin 2 ]

t j t j t
h

t

t

t

t
h

y t e k e k e
e k t j t k t j t
e t k k j t k k
e t a jb c jd t ja b jc d

jb jd b d
ja jc a c
y t e a t d t

− −

−

−

−

−

= +

= + + −

= + + −

= + + + + − − +
+ = = −
− = =

= +
即为一衰减正弦振荡

作业：

题3.5  、题3.11
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作业：

P181    题3.19

P238     题4.1   (b)

题4.2   (b)

作业：P239   题4.11

P245    题4.33   (a) 、(b)
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上次习题：

题3 .19     (c)  若 x (t)= cos (t)  ,求输出y (t)

由(a)已求得系统的微分方程为：

( ) ( )
4 4

4 4

1( ) cos ( )
2

1( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1

1 2( ) [ ]
2 42 2
2 cos( )

2 4

jt jt

jt jt

jt jt j t j t

j j

x t t e e

e ey t H j x t
j j

e e e e
e e

t

π π

π π

ω

π

−

−

− − − −

−

= = +

∴ = = +
+ −

= + = +

= −

∵

'( ) ( ) ( )
1( )

1

y t y t x t

H j
j

ω
ω

+ =

=
+

又

由(b)已求得系统的频率响应为
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题4.2(b)

22

{ ( 2 ) ( 2)}

( ) ( ) [ ( 2 ) ( 2)]

[ ( 2 ) ( 2)]

( 2 ) ( 2)

2 sin2

j t j t

j t

j t j t

jj

d u t u t
dt

dX j x t e dt u t u t e dt
dt

t t e dt

t e dt t e dt

e e j

ω ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

δ δ

δ δ

ω

∞ ∞− −

−∞ −∞

∞ −

−∞

∞ ∞− −

−∞ −∞

−

−

− − + −

= = − − + −

= − − + −

= − − − + −

= − + = −

∫ ∫

∫
∫ ∫

∵

求 的傅立叶变换。

解：

[ ( 2)]tδ − +
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作业：P285

1、题5.7

2、题5.19

3、题 5 .51 1 1 1[ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
2 2 4

n nh n u n u n= +

作业：P352   题6.13       题 6.14

题 6.19
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题4.11 已知下列关系: ( ) ( ) ( )
( ) (3 ) (3 )

y t x t h t
g t x t h t

= ∗
= ∗

解: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1( ) (3 ) (3 ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

1 ( ) ( )
9 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 13 3
9 9 3

F

F

F

y t x t h t Y j X j H j

g t x t h t G j X j H j

X j H j

A Ag t Ay Bt G j Y j X j H j
B B B B B

AB A
B

ω ω ω
ω ωω

ω ω

ω ω ω
ω

= ∗ ←→ =

∴ = ∗ ←→ =

=

= ←→ = =

= = = × =

∵

∵
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题4.33一因果LTI系统由下列微分方程表征:
2 ( ) ( )6 8 ( ) 2 ( )d y t dy t y t x t
dt dt

+ + =

求: (a) 该系统的单位冲激响应;

(b) 若 ,该系统的相应是什么?

解:   (a)、

2( ) ( )tx t te u t−=

2

2 4

2 2 1 1( )
( ) 6 8 ( 2)( 4) 2 4

( ) ( ) ( )t t

H j
j j j j j j

h t e u t e u t

ω
ω ω ω ω ω ω

− −

= = = −
+ + + + + +

= −

(b) 2
2

3

2 3

2 2 2 2 4

1( ) ( ) ( )
( 2)

2( ) ( ) ( )
( 2) ( 4)

1 1 / 2 1 1 / 4
2 ( 2) ( 2) 4

1 1 1( ) [ ] ( )
2 2 4

Ft

t t t t

x t te u t X j
j

Y j X j H j
j j

j j j j

y t e te t e e u t

ω
ω

ω ω ω
ω ω

ω ω ω ω

−

− − − −

= ←→ =
+

∴ = =
+ +

− −
= + + +

+ + + +

= − + −

∵
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P285   题 5.7 利用傅立叶变换性质，确定下面傅立叶变换所对应的时域信号是：

1）实、虚信号，或均不是；2）偶、奇信号，或均不是。

a) 10
1 1
( ) (sin )j j

k
X e e kω ω ω−

=
= ∑

解： 1
10

1 1
10

1 1

( ) ( )

( ) (sin )

( ) (sin ) ( )

j j

j j
k

j j j
k

X e X e

X e e k

X e e k X e

ω ω

ω ω

ω ω ω

ω

ω

∗ −

−
=

∗ − −
=

=

≠

= −

= −

∑
∑

若为实信号则应：

现

• 所以，该信号不是实信号

10 10

1 1

10
1 1

cos (sin ) sin (s( ) n) )(s iin
k k

j j
k

X k je ke kω ω ω ω ωω ω−
= = =

= = −∑ ∑ ∑∵又

2

10

12

10

12

1[ ] ( )
2

1[ ] sin (sin )
2

1[ ] sin (sin )
2

j j n

j n
k

j n
k

x n X e e d

x n j k e d

jx n k e d

ω ω

π

ω

π

ω

π

ω
π

ω ω ω
π

ω ω ω
π

=

=

=

= −

=

∫

∑∫

∑∫

而综合公式为 奇函数
偶函数

所以为虚信号

经反变换可得

即有

• 由（A）式可见，该信号既不是偶也不是奇——即均不是

（A）
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附录A：部分分式展开：
1

1 1 0
1

1 1 0

( )
m m

m m
n n

n n

v v vH
a v a v a v a

β β β β
ν

−
−

−
−

+ + + +
=

+ + + +
L
L

一、

1、对于连续时间傅立叶分析来说： v  相当于（ ）；

2、对于拉斯变换来说： v相当于复变量 s  ；

3、在离散傅立叶分析中： v相当于（ ）；

4、对于z变换 ： v相当于 或 z   。

二、

1、如果 m < n ,则H（v)称为严格真有理函数——这时可先将分母因式分解，

jω

je ω−

1z−

1
1 1 0

1 2

1 2

1 2

( )
( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

m m
m m

n

n

n

v b v vH v
v v v

AA AH v
v v v

β β β
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

−
−+ + + +

=
− − −

= + + +
− − −

L
L

L再确定系数 1 2, , nA A AL
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2、如果 ，可用除法将H（v)写成一个v的多项式与一个严格真有理函数

之和，即

m n≥
1 2

1 1 2 1 0
1 1 0 1

1 1 0

( )
n n

m n m n n n
m n m n n n

n

b v b v b v bH v c v c v c v c
v a v a v a

− −
− − − − −

− − − −
−

+ + +
= + + + + +

+ + + +
LL

L
三、P297    题5.51(b)

1)求差分方程
1[ ]y n 2[ ]y n 3[ ]y n

•设中间变量 ， ， 。1[ ]y n 2[ ]y n 3[ ]y n

1
1 1 1

2
2 1 1 2

1

3
3 2 3 3

2

3 3 4
3

( )1 1[ ] [ 1] [ ] ( ) 13 ( ) 1
3

( )1 1[ ] [ ] [ 1] ( ) 1
2 ( ) 2

( )1 1[ ] [ ] [ 1] ( ) 12 ( ) 1
2

1 ( )[ ] [ ] [ 1] ( )
4 (

j
j

j
j

j
j j

j

j
j

j
j

j
j

j

Y ey n y n x n H e
X e e

Y ey n y n y n H e e
Y e
Y ey n y n y n H e
Y e e

Y ey n y n y n H e
Y e

ω
ω

ω
ω

ω
ω ω

ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

ω

−

−

−

= − + ⇒ = =
−

= − − ⇒ = = −

= − − ⇒ = =
+

= + − ⇒ =
1

) 4
je ω−= +
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2

2

1 7 11 1( )(1 )
4 8 24 2( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) 1

2 3 6 6

j jj j

j

j j j j

e ee e
H e

e e e e

ω ωω ω

ω

ω ω ω ω

− −− −

− − − −

+ −+ −
= =

+ − + −

1 1 1 7 1[ ] [ 1] [ 2] [ ] [ 1] [ 2]
6 6 4 8 2

y n y n y n x n x n x n+ − − − = + − − −则差分方程为：

2、系统频率响应为：

3 2 1

3 2 1

2

2

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1( )( )(1 )( )1 14 21 1
2 3

1 7 11 1( )(1 )
4 8 24 2

1 1 1 1(1 )(1 ) 1
2 3 6 6

j j jj j
j

j j j j j

j j

j j

j jj j

j j j j

Y e Y e Y eY e Y eH e
X e Y e Y e Y e X e

e e
e e

e ee e

e e e e

ω ω ωω ω
ω

ω ω ω ω ω

ω ω

ω ω

ω ωω ω

ω ω ω ω

− −

− −

− −− −

− − − −

= =

= + −
+ −

+ −+ −
= =

+ − + −

得
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3、求该系统的单位脉冲响应
2

2

1 7 11 1( )(1 )
4 8 24 2( ) 1 1 1 1(1 )(1 ) 1

2 3 6 6

j jj j

j

j j j j

e ee e
H e

e e e e

ω ωω ω

ω

ω ω ω ω

− −− −

− − − −

+ −+ −
= =

+ − + −
∵

可见，分子分母的阶数相同，所以得用长除法将上式化为一个多项式与一个严格

真有理函数之和的形式。即

2

2

2 2

2

1 2

1 1( )(1 ) 1 2 2 1 64 2( ) 1 1 4 4 2 4(1 )(1 )
2 3

3

4 4 2 4 1 2 2 1 6

1 2 1 2 7 2
9 6 6

3 3 2 2 3( ) 3 3 [
4 ( 3)( 2 ) 4 ( 3) ( 2

j j
j j

j
j j

j j

j j j j

j j

j

j
j

j j j j

e e e eH e
e ee e

e e e e

e e
e

A AeH e
e e e e

ω ω
ω ω

ω
ω ω

ω ω

ω ω ω ω

ω ω

ω

ω
ω

ω ω ω ω

− −
− −

− −
− −

− − − −

− −

−

−

− − − −

+ − − −
= =

− −+ −

− − − −

− − −
− +

− +
= + = + +

− + − +

∵

]
)
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1 2
1 3 2 8,
5 5

A A= = −可求得：

3 1 3 / 5 2 8 / 5( ) 3 [ ]
4 ( 3 ) ( 2 )

1 3 / 2 0 2 1 / 1 03 1 1(1 ) (1 )
3 2

j
j j

j j

H e
e e

e e

ω
ω ω

ω ω

− −

− −

= + −
− +

= − −
− +

13 1 21 1[ ] 3 [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
20 3 10 2

n nh n n u n u nδ= − − −得
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6.13  解:

1 1 2 2

1

2

1 2

1 2

20 lg ( ) 6 20 lg 1 20 lg 1
2 80

( )
(1 )(1 )

2 80
( ) ( )

( )
1

2

( )
1

80
( ) ( ) ( )

,

( ) ,
1 1

2 80

j jH j

AH j j j

s H j s H j
MH j j

NH j j

H j H j H j
MN A

S S
M NM N H j M Nj j

ω ω
ω

ω
ω ω

ω ω

ω
ω

ω
ω

ω ω ω

ω
ω ω

= − + − +

=
+ +

→ →

∴ =
+

=
+

=
=

+ = = +
+ +

若

若

则 ——M，N不能确定

—— 可唯一确定
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6.14解: 4

2

4 2

5
2

20lg 94 5 10

0.240 /10 20lg (1 )

1020 /10 20lg 1

500 /10 20lg 1

5 10 ( 0.2)( )
( 10)( 50)
( 10)( 50)( ) 0.2 10

( 0.2)r

A db A

db
j

db
j

db
j

jH j
j j
j jH j

j

ω

ω

ω

ω
ω

ω ω
ω ω

ω
ω

−

= → = ×

→ +

→ − +

→ − +

× +
=

+ +
+ +

= ×
+
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6.19解:

2

2

2

2

2

2

( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 1 1( ) ( )

12

2
2

1 1
2

R

L
L

i i

i

dy tu CR
dt

di d y tu t L CL
dt dt

d y t dy tCL CR y t x t
dt dt

d y t R dy t y t x t
dt L dt CL CL

R
L CL

R R
L L

C
R

L
C

ζω ω

ζ
ω

ζ

=

= =

∴ + + =

+ + =

= =

= =

≥ ≥为使系统阶跃响应不振荡,则 即
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P402  题7.6  

⊗ ⊗
1( )x t

2( )x t

( )w t
( )pw t

( ) ( )
n

p t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

求:最大的采样间隔T
解1:

1 2 1 2

1 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( )]
2

Fw t x t x t W j X j X j

X j X j d

ω ω ω
π

τ ω τ τ
π

∞

−∞

= ←→ = ∗

= −∫

∵

1 2 max
1 2 1 2

2 2( ) , ,s T T
T
π π π

ω ω ω
ω ω ω ω

= > + < =
+ +

得:

1( )X jτ

2[ ( )]X j ω τ−
2[ ( )]X j ω τ−

ω
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解2:
1 2 1 2

1 2

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 ( ) [ ( )]
2

Fw t x t x t W j X j X j

X j X j d

ω ω ω
π

τ ω τ τ
π

∞

−∞

= ←→ = ∗

= −∫

∵

要使 则 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 max
1 2 1 2

( ) 0 ( ) 0, [ ( )] 0

( )
2 2( ), ,s

W j X j X j

T T
T

ω τ ω τ
ω τ ω ω ω τ ω

ω ω ω ω ω
π π π

ω ω ω
ω ω ω ω

≠ ≠ − ≠
− ≤ ≤ − ≤ − ≤

∴ − + ≤ ≤ +

= > + < =
+ +

即有
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题7.10

a)、只要采样周期T<         ,信号 的冲激串采样不

会有混叠.

解:  错 .因为信号的傅立叶变换为:                                             ——不是带限信号

b)、只要采样周期T<                ，傅立叶变换为

02T 0 0( ) ( ) ( )x t u t T u t T= + − −

0sin( ) 2 TX j ω
ω

ω
=

0/π ω
0 0( ) ( ) ( )X j u uω ω ω ω ω= + − −

的信号x (t) 的冲激串采样不会有混叠.

解:正确.

0ω− 0ω ω

1
( )X jω

可见,要求 0
0

2 2 ,s T
T
π π

ω ω
ω

= > <

c)、只要采样周期T< 2                ，傅立叶变换为0/π ω 0( ) ( ) ( )X j u uω ω ω ω= − −
的信号x (t) 的冲激串采样不会有混叠。

0ω0
ω

( )X jω
1

0 /2ω0 /2ω− ω

1( )X jω
解：正确.

0
2

1( ) ( )
j t

x t e x t
ω

=∵
对信号 的最高频率为：1( )x t 0 / 2ω

0
0

2 2T
T
π π

ω
ω

> <即
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题7.31

⊗( )cx t
( )px t

( ) ( )
n

P t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

冲激串

序列

[ ]h n
序列

冲激串 T
π

T
π

−

[ ]x n [ ]y n %( )y t ( )y t

[ ]h n ——线性的、因果的。
1[ ] [ 1] [ ]
2

y n y n x n= − +已知：

求：系统的等效频率响应 ( )cH jω

解：因为
1 1[ ] [ 1] [ ] , ( )
2 1 (1/ 2)

( )
( )

0
1( ) ,

1 (1/ 2)

j
d j

j T
d

c

c j T

y n y n x n H e
e

H e
H j T

H j
e T

ω

ω

π
ω

ω

π
ω ω

Ω
− Ω

−

= − + ∴ =
−

 <= 


∴ = <
−

∵
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题7.43

⊗
( )cx t( )px t

( ) ( )
n

P t t nTδ
∞

=−∞

= −∑

冲激串

序列
( )ch t

序列

冲激串 T
π

T
π

−

[ ]x n ( )py t( )cy t [ ]y nT

( ) [ ] ( )

( ) ( ) ( )

[ ] ( )

p
n

p c
n

c

x t x n t nT

y t y t t nT

y n y nT

δ

δ

∞

=−∞

∞

=−∞

= −

= −

=

∑

∑

解:

[ ] ,

( )

( ) ( ) [ ]

, ( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ] ( )

1 2 1( ) [ ( ) ( )] [ ( )]
2
1 1( )

)

(

(

[ ])

j j nT
p

n

c p

j nT
c c c c

n

p c

j n

n

j

c s
k

p

k

j
c

X e X j x n e

X j TX j

Y j X j H j T x n e H j

Y j Y j k s

x n e

Y j k
T T

Y e Y

X

j
T

e X

T

j
T

T x n e
T

ω

ω

ω

ω ω

ω ω ω ω

π
ω ω δ ω ω ω ω

π

∞
Ω −

=−∞

∞
−

=−∞

∞ ∞

=−∞ =−∞

Ω

∞
− Ω

=−∞

Ω Ω

= =

=

= =

= ∗ − = −

Ω
= =

=

∑

∑

∑

∑

∑

( ) , ( ) ( )j n
c

n
c

jH j
T

H e H j
T

∞
− Ω Ω

=−∞

=
Ω Ω∑
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2

2

2

2

3

2

1( ) [ ] ( )
2

( ) ( )4 3 ( ) ( )

1( )
( ) 4 3

1( )
( ) 4 3

1( )
(

)

4

(

) 3

t t
c

c c
c c

F
c

j

j

c

d y t dy t y t x t
dt dt

H j
j j

H e
j j

T T

H e

h t e e u t

j

T

T

j j
T

H

ω

ω
ω ω

ω ω

− −

Ω

=

+ + =

∴ = ←→
+ +

∴ = =
Ω Ω+ +

=
+

−

Ω

+

∵

2、单位脉冲响应h [n]为:

3[ ] ( ) [ ] [ ]
2

nT nT
c

Th n Th nT e e u n− −∴ = = −

1( ) ( ) ( ) ( )F FT hj jh Tt H H
T T

t
T

Tω ω
←→ ←→∵ 即：

写成一般形式后,为:
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P578 题10.6

设x [n] 是一个绝对可和的信号，其有理z 变换为X (z) ．若已知Ｘ(z)在z = 1/ 2

有一个极点，问x [n]  可能是

１）有限长信号吗？２）左边信号吗？３）右边信号吗？４）双边信号吗？

解：１）否．

因为有限长信号的z变换，其ROC是整个平面可能除去z = 0 或 ；现极点为

1/2,而ROC不能包含极点.所以不是有限长信号.

2)否.

因为

z = ∞

0 0
0

( ) [ ] { [ ] ( ) }n n n j n

n n

rX z x n z x n r e r
r

ω
∞ ∞

− − − −

=−∞ =−∞

= =∑ ∑
而x [n] 是一个绝对可和的信号,即要求 1

0 0( / ) 1r r r r− < >,得

所以不是左边信号.

3)是.

右边信号的z 的变换，其ROC位于最外层极点的外面。

4）是

设 在收敛域内,
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题10.17 关于一个单位脉冲响应为h [n]，z变换为H (z)的LTI系统S，已知下列5个

事实：

1、 h [n]是实序列；——极点共轭成对

2、h [n]是右序列；

3、 ——包括无限远点

4、H (z)有两个零点；

5、H (z)的极点中有一个位于 圆上的一个非实数位置。

试问下列两个问题：

1）S是因果的吗？2）S是稳定的吗？

解：1)由条件2,3或2、4、5可知S是因果的;

2)由共轭性可知若x [n]是实序列，则 。因此，若x [n]有一

个 的极点，那么就一定有一个与 共轭成对的 的极

点．现由条件５可知极点 2个;若是2个极点,则系统是稳定的(因为极点

3/4在单位圆内);若大于2个,则无法确定。

lim ( ) 1
z

H z
→∞

=

3/ 4z =

( ) ( )X z X z∗ ∗=
0z z= 0z 0z z ∗=

≥
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题10.20 有一系统,其输入x [n]和输出y [n]由下列差分方程表示：

[ 1] 2 [ ] [ ]y n y n x n− + =

1）若 ,求系统的零输入响应。

2）若 ，求系统的零状态响应。

3）当 和 时，求 时的系统的输出。

解：1、

[ 1] 2y − =
[ ] (1 / 4) [ ]nx n u n=
[ ] (1 / 4) [ ]nx n u n= [ 1] 2y − = 0n ≥

1

1 1

1 1 1

[ 1] 2 [ ] [ ]
( ) [ 1] 2 ( ) ( )

( ) [ 1]( )
2 2
[ 1] 2 1

2 2 1 (1/ 2)
1[ ] ( ) [ ]
2

n
z

z

y n y n x n
z Y z y Y z X z

X z yY z
z z

yY
z z

y

z

n u n

−

− −

− − −

− + =

∴ + − + =
−

= − −

= −
+ +
−

= − = − = −
+ + +

∵

零输入响应为：
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解：2、

1

1 1

1

1

1 1 1

1 1

[ 1] 2 [ ] [ ]
( ) [ 1] 2 ( ) ( )

[ 1]( )
2

( )( )
2

1[ ] (1/ 4) [ ] ( )
1 (1/ 4)

( ) 1( )
2 (2 )(1 (1/ 4) )
1/3 1/6

1 (1/ 2) 1

( )
2

1 1[

(1

] ( ) [
3

/ 4

2

)

s

Zn

s

n
s

y n y n x n
z Y z y Y z X z

yY z
z

X zY z
z

x n u n X z
z

X zY z

X z
z

z z

z z

y

z

n u

−

−

−

−

− − −

− −

−

− + =

∴ + − + =
−

= −
+

=
+

= ←→ =
−

∴ =

+

= −

=
+ + −

= +
+ −

∵

∵

1 1] ( ) [ ]
6 4

nn u n+零状态响应为：
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解：3、
1 1 1 1 1( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]
2 3 2 6 4

2 1 1 1( ) [ ] ( ) [ ]
3 2 6

[ ] [ ] ]

4

[ n n n

n

z s

n

u n u n u n

u n

y n y n y n

u n

= − − + − +

= − − +

= +

题10.59   考虑图所示的数字滤波器结构

1. 求该因果滤波器的H (z),画出零极点图，指出收敛域；

2. Ｋ为何值，系统是稳定的；

3. 若Ｋ= 1和 (对全部 n ) ，求y [n]  。[ ] (2 / 3)nx n =

⊕ ⊕
1z−

3
k

−
4
k

−

[ ]x n [ ]y n1[ ]y n
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解：1、

1 1

1
1 1 1 1

1

1

1
1 1 1 1

1

1

1

1

11

[ ] [ ] [ 1]
3

[ ] [ 1] [ ] ( ) ( ) ( )
3 3

( ) 1
( ) 1

3

[ ] [ ] [ 1] ( ) ( ) ( )
4 4

( ) 1
( ) 4

1( )( ) 4( )
( ) ( ) 31

3

ky n x n y n

k ky n y n x n Y z z Y z X z

Y z
kX z z

k ky n y n y n Y z Y z z Y z

Y z k z
Y z

k zY zY z kH z zkY z X z z

−

−

−

−

−

−

= − −

+ − = + =

=
+

= − − = −

= −

−
= = >

+
极点：

3
k

−

零点： 4
k

/3k−
× / 4ko

× o
/3k− /4k

4k >

4k <

1

1
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2、只有 时，收敛域才包括单位圆，系统才能是稳定的。

3、由于 是LTI系统的特征函数，所以输出

3k <

2[ ] ( )
3

nx n = 2
3

2[ ] ( ) ( )
3

n
z

y n H z
=

=

当k = 1 时，代入得

1

1

2
3

11 2 5 24[ ] ( ) ( )1 3 12 31
3

n n

z

z
y n n

z

−

−

=

−
= = − ∞ < < ∞

+




